
MATEMATIKA

2024

Ivana Beljo  |  Luca Olivari 



Matematika

Ivana Beljo, Luca Olivari

Veleu£ili²te u �ibeniku, 2024.





Naslov izdanja: Matematika
Autori: Ivana Beljo i Luca Olivari
Izdava£: Veleu£ili²te u �ibeniku
Za izdava£a: dr.sc.Ljubo Runji¢, prof.stru£.stud.
Recenzent: prof.dr.sc. Nikola Kocei¢-Bilan, dr.sc. Ana Peri²i¢, prof.stru£.stud.
ISBN: XXX

Adresa izdava£a:
Veleu£ili²te u �ibeniku
Trg Andrije Hebranga 11, 22000 �ibenik
Tel: 022/311 060





Predgovor

Ovaj udºbenik nastao je nakon dugogodi²njeg rada na kolegiju Matematika
sa studentima Veleu£ili²ta u �ibeniku stru£nih prijediplomskih studija iz po-
dru£ja tehni£kih znanosti.

Tekst udºbenika namijenjen je upravo studentima stru£nih prijediplom-
skih studija Veleu£ili²ta u �ibeniku, odnosno budu¢im prvostupnicima inºen-
jerima. Stoga je ve¢i naglasak stavljen na primjere nego same stroge formalne
matemati£ke teorije. Naime, teorijski uvod u svakom poglavlju napravljen
saºeto, a upotrijebljen je matemati£ki jezik primjereniji studentima stru£nih
studija.

Udºbenik se sastoji od 5 poglavlja. U prvom poglavlju opisane su osnove
pojma skupa, operacija nad skupovima, te svojstva skupova brojeva. Drugo
poglavlje odnosi se na matrice, determinte matrice, inverz matrice te sustave
linearnih jednadºbi. U tre¢em poglavlju obra�en je klasi£ni vektorski ra£un.
�etvrto poglavlje donosi osnovne elemente matemati£ke analize i diferenci-
jalnog ra£una realne funkcije realne varijable. U petom poglavlju prikazan je
pojam i osnovna svojstva neodre�enog, odnosno odre�enog integrala, metode
integriranja ali i primjena odre�enog integrala u geometriji i mehanici. Svako
poglavlje je popra¢eno s vi²e rije²enih primjera. Na kraju svakog poglavlja
dani su zadaci za vjeºbu s rje²enjima.

Osobitu zahvalnost dugujemo recenzentima dr.sc. Ani Peri²i¢ i prof.dr.sc.
Nikoli Kocei¢-Bilanu na suradnji te brojnim korisnim savjetima kao i primjed-
bama i prijedlozima koji su zna£ajno pridonijeli pri pisanju ovog udºbenika.
Tako�er, zahvaljujemo kolegi Luki Olivariu pri pomo¢i u odabiru zadataka
kod primjene integrala u mehanici.

Unaprijed se ispri£avamo i zahvaljujemo svim £itateljima na ukazanim
gre²kama, nepreciznostima, primjedbama kako bi se sadrºaj ovog udºbenika
pobolj²ao pri izradi novog izdanja.

Autorice
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Poglavlje 1

Skupovi

1.1 Pojam skupa

Intuitivno je jasno ²to se podrazumijeva pod pojmom skup. To je svaka
kolekcija objekata, bilo nabrojenih pojedina£no, bilo karakteriziranih nekim
zajedni£kim svojstvom. Pojam skupa je toliko jednostavan, da ga nije mogu¢e
de�nirati, tj. opisati uz pomo¢ jo² jednostavnijih pojmova. Prema tome,
skup se smatra osnovnim, nede�niranim pojmom u matematici.

Skupovi se obi£no ozna£avaju velikim slovima:A,B,C . . .X, Y, Z. Ob-
jekti koji tvore dani skup nazivaju se elementima toga skupa ili njegovim
£lanovima. Elementi skupova ozna£avaju se malim slovima: a, b, c, . . . , x, y, z.
�injenica da neki objekt x pripada skupu X zapisuje se x ∈ X i £ita se �x je
element skupa X�. Zapis x /∈ X ozna£ava da objekt x ne pripada skupu X.
Skup koji nema niti jedan element zove se prazan skup i ozna£ava simbolom
∅.

Skupovi se obi£no vizualiziraju Vennovim dijagramima.

Primjer 1.1.1. Prikaz skupa A = {a, b, c} Vennovim dijagramom.

A

a

b

c

d

Skup A ima tri elementa, d nije element skupa A. Broj elemenata skupa

1



2 POGLAVLJE 1. SKUPOVI

naziva se kardinalnim brojem skupa, te ozna£ava card(A). U ovom prim-
jeru card(A) = 3.

Napomena 1.1.1. Kardinalni broj praznog skupa je 0, card(∅) = 0.

1.2 Zadavanje skupova

Skup se moºe zadati nabrajanjem njegovih £lanova. U tom slu£aju koriste se
viti£aste zagrade izme�u kojih se nabrajaju svi elementi skupa. Naprimjer
A = {a, e, i, o, u}. Skupovi se mogu zadati i kori²tenjem svojstva ili karak-
teristike koju svi elementi tog skupa zadovoljavaju. U tom slu£aju bitno
je naglasiti iz kojeg ve¢eg skupa biramo element s odre�enim svojstvom ili
karakteristikom. Naprimjer, neka je skup A skup svih samoglasnika. Tada
se moºe re¢i da A sadrºava sva slova hrvatske abecede koja zadovoljavaju
svojstvo da su samoglasnici. Matemati£ki se navedeno moºe zapisati kao:
A = {x je slovo hrvatske abecede|x je samoglasnik}. Ovakav zapis se £ita:
Neka je A skup svih slova x takvih da je x samoglasnik.

Neka je p(x) odre�eno svojstvo, skup koji sadrºava sve elemente x iz
nekog po£etnog skupa X koji zadovoljavaju svojstvo p(x) zapisuje se:

A = {x ∈ X|p(x)}

i £ita se "A je skup svih elemenata x koji imaju svojstvo p(x).
Skupovi ne moraju imati kona£an broj elemenata. Naime, u matematici

se £esto koriste skupovi brojeva koji imaju beskona£no mnogo elemenata.
Ukoliko je iz zapisa prvih nekoliko elemenata skupa jasno pravilo po kojem se
pona²aju ostalih £lanovi skupa onda se skup ponekad moºe zadati nabrajaju¢i
prvih nekoliko elemenata nakon kojih se pi²u tri to£ke: ". . . ".

Primjer 1.2.1. Skup prirodnih brojeva {1, 2, 3, 4, . . . } ozna£ava se s N.

Zadatak 1.2.1. Napi²ite sve elemente zadanih skupova:

(a) A = {x ∈ N|x− 2 = 3}

(b) B = {x ∈ N|x < 3}

(c) C = {x ∈ N|x ≤ 1}

(d) D = {x ∈ N|x < 1}

(e) E = {x ∈ N|6 ≤ x < 9}

Rje²enje:
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(a) x− 2 = 3⇒ x = 5⇒ A = {5}

(b) x < 3⇒ x = 1 ili x = 2⇒ B = {1, 2}

(c) x ≤ 1⇒ x = 1⇒ C = {1}

(d) Ne postoji prirodan broj koji je strogo manji od 1. Dakle, D = ∅.

(e) 6 ≤ x < 9⇒ x = 6 ili x = 7 ili x = 8⇒ E = {6, 7, 8}

1.3 Odnosi me�u skupovima

1.3.1 Podskup i nadskup

Neka su A i B skupovi. Ako je svaki element iz skupa A ujedno element
skupa B onda se kaºe da je skup A podskup skupa B i ozna£ava se A ⊆ B.
Vennovim dijagramom se prikazuje £injenica da je A podskup od B :

B

A

Ako postoji element iz A koji nije element skupa B onda A nije podskup od
B i ozna£ava se A ̸⊆ B.
Skup B nadskup skupa A i pi²e se B ⊇ A, ako je A podskup od B. Skup
A je pravi podskup skupa B ako je A ⊆ B i postoji barem jedan element
skupa B koji nije element skupa A. Pi²e se:

A ⊂ B

Zadatak 1.3.1. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite je li A ⊆ B.

(a) A = {2, 3} i B = {1, 2, 3}

(b) A = {1, 2, 3} i B = {1, 3, 4, 5, 6}

(c) A = {x ∈ N|4 > x ≥ 2} i B = {x ∈ N|3 > x ≥ 2}

(d) A = ∅ i B = N
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Rje²enje:

(a) A ⊆ B jer je svaki element iz skupa A ujedno i element skupa B.

(b) A ̸⊆ B jer 2 ∈ A i 2 /∈ B.

(c) A = {2, 3} i B = {2}. A ̸⊆ B jer 3 ∈ A i 3 /∈ B

(d) Prazan skup nema niti jedan element, pa je trivijalno ispunjeno da je
svaki element iz A ujedno i u B. Dakle, A ⊆ B.

Napomena 1.3.1. Prazan skup je podskup svakog svakog skupa.

1.3.2 Jednakost skupova

Za dva skupa A i B kaºemo da su jednaki ako je svaki element skupa A
ujedno element skupa B te svaki element skupa B je ujedno element skupa
A.

Napomena 1.3.2. Navedena de�nicija implicira da ako su dva skupa A i B
jednaka, onda je A ⊆ B i B ⊆ A.

Zadatak 1.3.2. Neka su dani skupovi:

A = {1, 2, 3, 4, 5}
B = {5, 5, 4, 4, 3, 3, 2, 2, 1, 1}

Jesu li skupovi A i B jednaki?
Rje²enje:
Da, skupovi A i B su jednaki jer je svaki element skupa A ujedno i element
skupa B te obratno svaki element skupa B je ujedno i element skupa A.

1.4 Komplement skupa

U razmatranjima skupova £esto je prakti£no sve skupove koji se promatraju
smijesiti u jedan veliki skup. Time skupovi koji se razmatraju postaju pod-
skupovi tog velikog skupa. Taj veliki skup ozna£ava se s U i zove se uni-
verzalni skup. Univerzalnost skupa U je relativna, te ¢e njegova konkretna
de�nicija varirati od problema do problema. Kod crtanja Vennovih dija-
grama univerzalni skup U se naj£e²¢e prikazuje kao pravokutnik u koji se
smje²taju ostali skupovi.
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U

A

Neka je A ⊆ U i A ̸= U . Svi elementi skupa U koji nisu u skupu A tvore
skup koji se zove komplement skupa A i ozna£ava se AC . Matemati£ki,
AC = {x ∈ U|x /∈ A}.

AC
U

A

Zadatak 1.4.1. Neka su zadani skupoviA = {1, 2, 3, 4, 5} iB = {2, 4, 6, 8, 10},
te univerzalni skup U = {x ∈ N|x ≤ 10}. Odredite AC i BC .
Rje²enje:
AC = {6, 7, 8, 9, 10}, BC = {1, 3, 5, 7, 9}.
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1.5 Operacije na skupovima

U ovom potpoglavlju de�nirati ¢e se operacije poput unije, presjeka te razlike
pomo¢u kojih se od postoje¢ih skupova mogu formirati novi skupovi.

1.5.1 Unija skupova

Neka su zadani skupovi A i B te univerzalni skup U . Unija skupova A i
B u oznaci A ∪ B je skup svih elemenata koji pripadaju barem jednom od
skupova A ili B.

A ∪B = {x ∈ U|x ∈ A ili x ∈ B}

A B

Iz de�nicije unije slijedi A ⊆ A ∪B i B ⊆ A ∪B.

Zadatak 1.5.1. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite A ∪B.

(a) A = {2, 4, 6} i B = {4, 5, 6}

(b) A = ∅ i B = {1, 2, 3, 4, 5}

(c) A = N i B = {2, 4, 6, 8, . . . }

(d) A = {1, 2, 3} i B = {x ∈ N|0 < x < 4}

Rje²enje:

(a) A ∪B = {2, 4, 5, 6}

(b) A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5} = B.

(c) A ∪B = N = A.

(d) B = {1, 2, 3} ⇒ A ∪B = {1, 2, 3} = A = B.

Napomena 1.5.1. Za svaki skup A vrijedi:

A ∪ ∅ = A

A ∪ A = A

Ako je B ⊆ A, onda je A ∪B = A.
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1.5.2 Presjek skupova

Neka su zadani skupovi A i B te univerzalni skup U . Presjek skupova A
i B , u oznaci A ∩ B je skup svih elemenata koji se nalaze istovremeno i u
skupu A i u skupu B.

A ∩B = {x ∈ U|x ∈ A i x ∈ B}

A B

Iz de�nicije presjeka slijedi A ∩B ⊆ A i A ∩B ⊆ B.

Zadatak 1.5.2. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite A ∩B.

(a) A = {2, 4, 6} i B = {4, 5, 6}

(b) A = ∅ i B = {1, 2, 3, 4, 5}

(c) A = N i B = {2, 4, 6, 8, . . . }

(d) A = {1, 2, 3} i B = {x ∈ N|0 < x < 4}

Rje²enje:

(a) A ∩B = {4, 6}

(b) A ∩B = ∅.

(c) A ∩B = {2, 4, 6, 8, . . . } = B.

(d) B = {1, 2, 3} ⇒ A ∩B = {1, 2, 3} = A = B.

Napomena 1.5.2. Za svaki skup A vrijedi:

A ∩ ∅ = ∅
A ∩ A = A

Ako je B ⊆ A, onda je A ∩B = B.

Ako su A i B neprazni skupovi koji nemaju zajedni£kih elemenata, to
jest A ∩B = ∅, onda su A i B disjunktni skupovi.
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1.5.3 Razlika skupova

Neka su zadani skupovi A i B. Razlika skupova A i B, u oznaci A \B ("A
bez B") je skup svih elemenata koji se nalaze u skupu A, ali ne nalaze u
skupu B.

A \B = {x ∈ A|x /∈ B}

A B

Iz de�nicije razlike slijedi A \B ⊆ A. Op¢enito vrijedi A \B ̸= B \ A.

Zadatak 1.5.3. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite A \B i B \ A.

(a) A = {2, 4, 6} i B = {4, 5, 6}

(b) A = ∅ i B = {1, 2, 3, 4, 5}

(c) A = N i B = {2, 4, 6, 8, . . . }

(d) A = {1, 2, 3} i B = {x ∈ N|0 < x < 4}

Rje²enje:

(a) A \B = {2}, B \ A = {5}

(b) A \B = ∅, B \ A = {1, 2, 3, 4, 5} = B. Op¢enito ako je A = ∅, onda je
B \ A = B, za svaki skup B.

(c) A \ B = {1, 3, 5, 7, . . . }, B \ A = ∅. Op¢enito ako je B ⊆ A, onda je
B \ A = ∅.

(d) B = {1, 2, 3} ⇒ A \B = B \ A = ∅.

Napomena 1.5.3. Za svaki skup A vrijedi:

A \ ∅ = A

A \ A = ∅

Ako je B ⊆ A, onda je B \ A = ∅.
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1.5.4 Svojstva operacija na skupovima

Za skupove A,B i C vrijede slijede¢a svojstva:

(i) Komutativnost

A ∪B = B ∪ A

A ∩B = B ∩ A

(ii) Asocijativnost

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)

(iii) Idempotentnost

A ∪ A = A

A ∩ A = A

(iv) Distributivnost

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

(v) Involutivnost
(AC)

C
= A

(vi) De Morganove formule

(A ∪B)C = AC ∩BC

(A ∩B)C = AC ∪BC

Zadatak 1.5.4. Dokaºite da vrijedi:

(AC ∪BC)
C
= A ∩B

Rje²enje:
Koriste¢i De Morganove formule na skupovima AC i BC vrijedi:

(AC ∪BC)
C
= (AC)

C ∩ (BC)
C

Zbog svojstva involutivnosti vrijedi

(AC)
C
= A

(BC)
C
= B

Iz toga slijedi:
(AC ∪BC)

C
= ACC ∩BCC

= A ∩B

.
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1.6 Kartezijev produkt skupova

Neka su skupovi A i B neprazni skupovi te a ∈ A i b ∈ B elementi skupova A
i B. Ure�eni par (a, b) je skup u kojemu je element a na prvom mjestu, a
element b na drugom mjestu. Skup (a, b) ̸= {a, b} jer u skupu {a, b} poredak
elemenata a i b nije bitan. Element a se jo² naziva i prva koordinata, a
element b druga koordinata skupa (a, b).
Vrijedi (a, b) = (c, d) ako i samo ako je a = c i b = d.

Kartezijev produkt skupova A i B u oznaci A× B je skup svih ure-
�enih parova (a, b) gdje je a ∈ A i b ∈ B.

Primjer 1.6.1. Neka je A = {1, 2, 3} i B = {a, b}. Tada je A×B i B × A:

A×B = {(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}
B × A = {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}

Za kona£ne skupove A i B vrijedi da je card(A × B) = card(B × A) =
card(A) · card(B).

Napomena 1.6.1. Kartezijev produkt skupova nije komutativan:

A×B ̸= B × A

Kartezijev produkt ¢e biti komutativan jedino ako je A = B i tada govo-
rimo o Kartezijevom kvadratu A2 = A× A. To je skup ure�enih parova
(a, b) gdje su i a i b elementi skupa A.

Zadatak 1.6.1. Za skup A = {a, b} odredite Kartezijev kvadrat skupa A.
Rje²enje:

A2 = A× A = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}

Za Kartezijev kvadrat de�nira se njegova dijagonala:

D = {(a, b) ∈ A× A|a = b} = {(a, a) ∈ A× A}

Zadatak 1.6.2. Odredite dijagonalu gore navedenog Kartezijevog kvadrata.
Rje²enje:

D = {(a, a), (b, b)}

1.7 Skupovi brojeva

Skupovi koji se naj£e²¢e u matematici promatraju su skupovi brojeva. U
ovom poglavlju de�nirat ¢e se £esto kori²teni skupovi brojeva te ¢e se opisati
neka svojstva tih skupova.
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1.7.1 Prirodni brojevi

Brojevi 1, 2, 3, 4, . . . zovu se prirodni brojevi. Skup svih prirodnih bro-

jeva ozna£ava se s N. Skup prirodnih brojeva ima svojstva:

1. Postoji najmanji prirodan broj 1 ∈ N.

2. Ne postoji najve¢i prirodan broj. Za svaki prirodan broj n ∈ N, n+1 ∈
N je prirodan broj koji je strogo ve¢i od n.

U skupu prirodnih brojeva dobro su de�nirane operacije zbrajanja i mnoºenja,
to jest vrijedi ako su m,n ∈ N prirodni brojevi onda su i m+n i m ·n tako�er
prirodni brojevi.

Broj 0 nije element skupa prirodnih brojeva, no ukoliko se skup prirodnih
brojeva pro²iri s nulom, dolazi se do skupa:

N0 = {0, 1, 2, 3, . . . , n, . . . }

Ako su m,n ∈ N onda jednadºba

m+ x = n

ima rje²enje x = n − m u skupu N samo ako je n > m. Dakle, u skupu
prirodnih brojeva oduzimanje nije dobro de�nirano.

1.7.2 Cijeli brojevi

Ako se skupu N0 pridodaju negativni brojevi {−1,−2,−3, . . . } dobije se
skup cijelih brojeva Z. Dakle,

Z = {. . . ,−n, . . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . , n, . . . }

Skup Z nema ni najmanji ni najve¢i element. Svaka jednadºba

m+ x = n

gdje su m,n ∈ Z ima rje²enje u skupu Z, to jest u ovom skupu dobro je
de�nirana operacija oduzimanja.

Ako su m,n ∈ Z onda jednadºba

m · x = n

ima rje²enje x = n : m u skupu Z samo ako je n djeljivo sm. Dakle, operacija
dijeljenja nije dobro de�nirana u skupu Z.
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1.7.3 Racionalni brojevi

Da bi operacija dijeljenja bila dobro de�nirana, skup Z se treba pro²iriti
razlomcima, odnosno racionalnim brojevima. Skup svih racionalnih bro-

jeva ozna£avamo s Q.

Q = {m
n
|m,n ∈ Z, n ̸= 0}

Skup racionalnih brojeva ima svojstva:

1. Zbrajanje, oduzimanje, mnoºenje i dijeljenje su dobro de�nirane op-
eracije u skupu Q. Vrijedi:

a

b
+

c

d
=

ad+ bc

bd
a

b
− c

d
=

ad− bc

bd
a

b
· c
d
=

ac

bd
a

b
:
c

d
=

a

b
· d
c
=

ad

bc

2. Skup Q je ure�en, to jest svaka dva elementa moºemo usporediti po
veli£ini. Za dva racionalna broja vrijedi:

a

b
<

c

d
ili

a

b
>

c

d
ili

a

b
=

c

d

Dva racionalna broja a
b
i c

d
su jednaka ako i samo ako je a · d = b · c.

3. Skup Q nema ni najve¢i ni najmanji element.

4. Skup Q je gust. To zna£i da izme�u svaka dva racionalna broja q1, q2 ∈
Q, gdje je q1 < q2, uvijek postoji tre¢i racionalni broj q ∈ Q, takav da
je q1 < q < q2.

Svaka linearna jednadºba rje²iva je u skupu racionalnih brojeva. Me�utim,
jednadºba

x2 = a,

gdje je a ∈ Q, nema uvijek rje²enje u skupu racionalnih brojeva. Primjerice,
jednadºba

x2 = 2

nema rje²enje u skupu racionalnih brojeva.
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Primjer 1.7.1. Dokaºite da
√
2 nije racionalan broj. Pretpostavimo suprotno,

da je
√
2 ∈ Q. Ukoliko nas ova pretpostavka dovede do kontradikcije, dokazat

¢emo da je pretpostavka bila laº. Ako je
√
2 ∈ Q, onda postoje m,n ∈ Q

takvi da je
√
2 = m

n
. Izaberimo m i n takve da m i n nemaju zajedni£kih

djelitelja, to jest neka je razlomak m
n
u potpunosti "skra¢en". Kvadrirajmo

jednadºbu
√
2 = m

n
.

√
2
2
=
(m
n

)2
⇒ 2 =

m2

n2
⇒ 2n2 = m2

Kako je 2n2 paran broj, to je m2 tako�er paran broj. m2 moºe biti paran
broj samo ako je m paran broj. Dakle postoji k ∈ Z takav da je m = 2k.
Odavde slijedi da je:

2n2 = m2 = (2k)2 = 4k2 ⇒ n2 = 2k2

Odavde slijedi da je n2 paran broj, pa je i n paran broj. Dakle i m i n su
djeljivi s 2. Me�utim, ovo je u kontradikciji s £injenicom da smom i n izabrali
takve da nemaju zajedni£kih djelitelja. Dakle, do²li smo do kontradikcije ²to
zna£i da pretpostavka da je

√
2 racionalan broj nije bila to£na.

Skup racionalnih brojeva moºe se prikazati na pravcu. Iako je skup Q
gust, prethodni primjer pokazuje da postoje brojevi na pravcu koji se ne
nalaze u skupu racionalnih brojeva.

1.7.4 Realni brojevi

Brojevi koji leºe na brojevnom pravcu, a ne mogu se zapisati kao razlo-
mak zovu se iracionalnim brojevima (Npr.

√
2,
√
3, π, . . . ). Racionalni i ira-

cionalni brojevi u uniji daju skup realnih brojeva. Skup realnih brojeva
ozna£ava se R.

U skupu realnih brojeva jednadºba

x2 = a



14 POGLAVLJE 1. SKUPOVI

ima rje²enje ako je a pozitivan realan broj. Skup R naslje�uje sva svojstva
prethodno napisana za skup Q.

Neka su a, b ∈ R takvi da je a < b. De�nira se otvoreni interval ⟨a, b⟩,
zatvoreni interval [a, b] te poluotvoreni, odnosno poluzatvoreni interval:

⟨a, b⟩ = {x ∈ R|a < x < b}

[a, b] = {x ∈ R|a ≤ x ≤ b}

⟨a, b] = {x ∈ R|a < x ≤ b}

[a, b⟩ = {x ∈ R|a ≤ x < b}

Napomena 1.7.1. Svaki interval ima beskona£no mnogo elemenata, jer
izme�u svaka dva razli£ita realna broja postoji beskona£no mnogo realnih
brojeva.

Prikaz intervala na brojevnom pravcu:

a b

Beskona£ni intervali su:

⟨a,+∞⟩ = {x ∈ R|x > a}

[a,+∞⟩ = {x ∈ R|x ≥ a}

⟨−∞, b⟩ = {x ∈ R|x < b}

⟨−∞, b] = {x ∈ R|x ≤ b}

Zadatak 1.7.1. Napi²ite sljede¢e skupove kao intervale.

(a) A = {x ∈ R|x+ 1 > 0}

(b) A = {x ∈ R|x− 4 ≥ 0}

(c) A = {x ∈ R|x2 − 4 ≥ 0}

Rje²enje:
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(a) x+ 1 > 0⇒ x > −1⇒ A = ⟨−1,+∞⟩

(b) x− 4 ≥ 0⇒ x ≥ 4⇒ A = [4,+∞⟩

(c) Kvadratnim funkcijama detaljnije se bavimo u poglavlju 4.5 Elemen-
tarne funkcije. Prvi korak u rje²avanju nejednadºbe x2 − 4 ≥ 0 je
nalaºenje nulto£aka, odnosno rje²avanje jednadºbe x2 − 4 = 0. Nul-
to£ke se mogu na¢i na dva na£ina:

� Koriste¢i formulu za nulto£ke kvadratne jednadºbe:

Ako je zadana kvadratna jednadºba u obliku ax2 + bx + c = 0,
onda se realna rje²enja te jednadºbe, ukoliko postoje, mogu na¢i
pomo¢u formule

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

U zadatku je a = 1, b = 0 i c = −4, pa je

x1,2 =
0±

√
02 − 4 · 1 · (−4)

2 · 1
= ±2

Osnovni teorem algebre kaºe da se kvadratna funkcija ax2+bx+c
moºe faktorizirati na na£in ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2), pa
vrijedi

x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2)

� Koriste¢i formulu razlike kvadrata:

a2 − b2 = (a− b)(a+ b)

x2 − 4 = x2 − 22 = (x− 2)(x+ 2)

Kako je umnoºak dvaju faktora jednak nuli ako i samo ako je
barem jedan od faktora jednak nuli, iz gornje jednadºbe slijedi:

x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2) = 0⇒ x1 = 2, x2 = −2

Nakon izra£una nulto£ki i faktorizacije kvadratne jednadºbe, po£etna
nejednadºba moºe se rije²iti na dva na£ina:

� Skiciranjem parabole x2 − 4:
Za skiciranje parabole dovoljno je znati nulto£ke, te "oblik" parabole.
Oblik parabole ax2+bx+c ovisi o vode¢em koe�cijentu a. Ukoliko
je a > 0 onda je parabola otvorena prema gore. Ukoliko je a < 0
onda je parabola otvorena prema dolje.
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a > 0 a < 0

U slu£aju x2 − 4 vode¢i koe�cijent je strogo ve¢i od 0, pa je graf
funkcije x2 − 4:

−2 2

−4

−2

2

4

Za x ∈ ⟨−∞,−2⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩ graf funkcije nalazi se iznad osi x, pa
je x2 − 4 > 0. Za x ∈ ⟨−2, 2⟩ graf funkcije nalazi se ispod osi x,
pa je x2 − 4 < 0. Dakle, A = ⟨−∞,−2⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩.

� Pomo¢u tablice:

Ukoliko su poznati predznaci faktora x−2 i x+2 na nekom inter-
valu, onda je poznat i predznak funkcije x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2).
Dakle, odre�ivanje intervala na kojem je x2 − 4 > 0 svodi se na
odre�ivanje intervala na kojima su x− 2 i x+ 2 ve¢i ili manji od
0. Predznak linearne funkcije je jednostavno odrediti. Ukoliko
se radi o rastu¢oj funkciji (pravcu), predznak je negativan za sve
vrijednosti x od −∞ do nulto£ke i nakon toga pozitivan za sve vri-
jednosti x do +∞. Ukoliko se radi o padaju¢oj funkciji (pravcu),
predznak je pozitivan za sve vrijednosti x od −∞ do nulto£ke i
nakon toga negativan za sve vrijednosti x do +∞. Informacije o
predznacima faktora sumiraju se u tablici.
Tablica ima redaka koliko faktorizacija po£etne funkcije iz zadatka
ima faktora. U slu£aju x2 − 4 = x2 − 22 = (x− 2)(x + 2) tablica
¢e imati dva retka. Tablica ima jedan stupac vi²e nego faktora
u faktorizaciji po£etne funkcije. U slu£aju x2 − 4 = x2 − 22 =
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(x−2)(x+2) tablica ¢e imati tri stupca. Na okomite linije u tablici
se upisuju −∞,+∞, te nulto£ke faktora u rastu¢em poretku.

Redci tablice ispunjavaju se s "+" i "−" na sljede¢i na£in: Ukoliko
je koe�cijent koji mnoºi x u faktoru pozitivan, tablica se ispunjava
s "−" od −∞ do nulto£ke i nakon toga s "+" do +∞. Ukoliko je
koe�cijent koji mnoºi x u faktoru negativan, tablica se ispunjava
s "+" od −∞ do nulto£ke i nakon toga s "−" do +∞.

Mnoºenjem predznaka po stupcima dobije se predznak po£etne
funkcije na intervalima.

−∞ -2 2 +∞

x-2 - - +
x+2 - + +
x2 − 4 + - +

Za x ∈ ⟨−∞,−2⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩ vrijedi x2 − 4 > 0. Za x ∈ ⟨−2, 2⟩
x2− 4 < 0. Dakle, A = ⟨−∞,−2⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩. Rubne to£ke −2 i 2
su isklju£ene jer traºimo rje²enja stroge nejednakosti x2 − 4 > 0,
a za x = ±2 je x2 − 4 = 0.

Zadatak 1.7.2. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite A ∩B i A ∪B.

(a) A = {x ∈ R|x > −1} i B = {x ∈ R|1 ≤ x ≤ 4}

(b) A = {x ∈ R|x < 5} i B = {x ∈ R| − 1 < x ≤ 6}

(c) A = {x ∈ R| − 3 ≤ x < 5}. i B = {x ∈ R| − 4 ≤ x ≤ 4}

(a) A = ⟨−1,+∞⟩, B = [1, 4] ⇒ A ∪ B = A = ⟨−1,+∞⟩, A ∩ B = B =
[1, 4]
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A

B

−1 1 4

(b) A = ⟨−∞, 5⟩, B = ⟨−1, 6]⇒ A ∪B = ⟨−∞, 6], A ∩B = ⟨−1, 5⟩

A

B

−1 5 6

(c) A = [−3, 5⟩, B = [−4, 4]⇒ A ∪B = [−4, 5⟩, A ∩B = [−3, 4]

A

B

−3 5−4 4
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Zadatak 1.7.3. Neka su zadani skupovi A i B, te univerzalni skup U = R.
Odredite AC i A \B.

(a) A = {x ∈ R|2− x < 0} i B = {x ∈ R| − 5 ≤ x ≤ 5}

(b) A = {x ∈ R|x2 − 2x+ 1 ≥ 0} i B = {x ∈ R|2 < x ≤ 3}
Rje²enje:

(a) A = ⟨2,+∞⟩, B = [−5, 5]⇒ AC = ⟨−∞, 2], A \B = ⟨5,+∞⟩

AC

B

2−5 5

(b) x2 − 2x + 1 = (x − 1)2 ≥ 0, za svaki realni broj x. Dakle, A = R.
B = ⟨2, 3]⇒ AC = ∅, A \B = ⟨−∞, 2] ∪ ⟨3,+∞⟩

A \B A \B

2 3

Zadatak 1.7.4. Dani su skupovi

A =
{
x ∈ R

∣∣−x2 + 10x− 21 > 0
}

B =

{
x ∈ R

∣∣∣∣(2− x)(x+ 5)

x
≤ 0

}
.
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Odredite skupove A ∩B i B \ A.
Rje²enje:
Za odra�ivanje A∩B i B\A potrebno je zapisati skupove A i B kao intervale.

Skup A

−x2 + 10x− 21 > 0

x1 = 3, x2 = 7

4 6 8

−4

−2

2

4

A = ⟨3, 7⟩

Skup B

(2− x)(x+ 5)

x
≤ 0

2− x = 0⇒ x = 2

x+ 5 = 0⇒ x = −5
x = 0⇒ x = 0

−∞ -5 0 2 +∞

2-x + + + -
x+5 - + + +
x - - + +

+ - + -

B = [−5, 0⟩ ∪ [2,+∞⟩
Za x = 2 i x = 5 funkcija (2−x)(x+5)

x
je jednaka nuli, pa su to£ke 2 i 5

uklju£ene. Za x = 0 funkcija (2−x)(x+5)
x

nije de�nirana jer je 0 nulto£ka
nazivnika, pa je ta to£ka isklju£ena.
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A

B B

3 7−5 2

A ∩B = ⟨3, 7⟩
B \ A = [−5, 0⟩ ∪ [2, 3] ∪ [7,+∞⟩

Zadatak 1.7.5. Dani su skupoviA = {x ∈ R|x2 − 2x− 8 < 0} iB =
{
x ∈ R

∣∣∣ x+4
−x(3−x)

≥ 0
}
.

Odredite uniju i presjek skupova A i B.
Rje²enje:
Za odra�ivanje A∩B i A∪B potrebno je zapisati skupove A i B kao intervale.

Skup A
x2 − 2x− 8 = 0⇒ x1 = −2, x2 = 4

−2 2 4

−5

5

A = ⟨−2, 4⟩

Skup B

x+ 4

−x(3− x)
≥ 0

x+ 4 = 0⇒ x = −4
−x = 0⇒ x = 0

3− x = 0⇒ x = 3
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−∞ -4 0 3 +∞

x+4 - + + +
-x + + - -
3-x + + + -

- + - +

B = [−4, 0⟩ ∪ ⟨3,+∞⟩

A

B B

−2 4−4 0 3

A ∪B = [−4,+∞⟩
A ∩B = ⟨−2, 0⟩ ∪ ⟨3, 4⟩

1.7.5 Kompleksni brojevi

Skup kompleksnih brojeva uvodi se zbog nemogu¢nosti rje²avanja vrlo jed-
nostavnih jednadºbi, kao npr. x2 + 1 = 0. Naime, jednadºba x2 = −1 u
podru£ju realnih brojeva nema rje²enja jer je kvadrat svakog realnog broja
nenegativan broj. Stoga se uvodi jedan novi objekt, ozna£imo ga sa i, kojem
se pridruºuje svojstvo da pomnoºen samim sobom daje −1.

i2 = −1

Za proizvoljne realne brojeve x i y promatra se skup svih brojeva oblika x+yi.
U tom skupu uvode se operacije zbrajanja i mnoºenja. Neka su x1 + y1i i
x2 + y2i dva proizvoljna elementa tog skupa. Tada je:

(x1 + y1i) + (x2 + y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i

(x1 + y1i) · (x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i
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Skup sa tako de�niranim operacijama zbrajanja i mnoºenja nazivamo skupom
kompleksnih brojeva i ozna£avamo ga sa C.

C = {x+ yi | x, y ∈ R, i2 = −1}

Rje²enje gore navedene kvadratne jednadºbe x2+1 = 0 je u skupu komplek-
snih brojeva i iznosi x1,2 = ±i. Jedno od najvaºnijih svojstava skupa kom-
pleksnih brojeva je da sve kvadratne jednadºbe s realnim koe�cijentima imaju
rje²enje u skupu kompleksnih brojeva C, te da su i jednadºbe proizvoljnog
stupnja, kako s realnim tako i s kompleksnim koe�cijentima, uvijek rje²ive u
skupu kompleksnih brojeva C.

Uobi£ajeno je da se kompleksan broj ozna£ava jednim slovom, naj£e²¢e
sa z, tj.

z = x+ yi

Ovakav oblik kompleksnog broja naziva se standardni oblik kompleksnog

broja. Pod realnim dijelom kompleksnog broja z = x+ yi podrazumijeva se
broj x. Simboli£ki to ozna£avamo sa Re(z) = x. Imaginarni dio kompleksnog
broja z je y, u oznaci Im(z) = y. Kompleksni broj i zove se imaginarna

jedinica.

Primjer 1.7.2. Ako je kompleksni broj z = 4+5i tada je realni dioRe(z) = 4
a imaginarni dio kompleksnog broja Im(z) = 5.

Kompleksan broj
−
z = x−yi naziva se konjugirano kompleksnim bro-

jem broja z = x+ yi.

Primjer 1.7.3. Konjugirano kompleksni broj kompleksnog broja z = 5+ 4i

je
−
z = 5− 4i.

Napomena 1.7.2. Produkt bilo kojeg kompleksnog broja i njegovog konju-
giranog broja je realan broj.

z · −z = (x+ yi)(x− yi) = x2 + y2

Za potencije imaginarne jedinice vrijedi:

i1 = i

i2 = −1
i3 = −i
i4 = 1

...
i4k+r = ir, gdje je r ∈ {0, 1, 2, 3}, k ∈ N
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Primjer 1.7.4. Izra£unajte i203, i321, i86, i−118.
Rje²enje:

i203 = i200+3 = i4·50+3 = i3 = −i
i321 = i320+1 = i4·80+1 = i1 = i

i86 = i84+2 = i4·21+2 = i2 = −1
i−118 = i−120+2 = i4·(−30)+2 = i2 = −1

Primjer 1.7.5. Za kompleksne brojeve z1 = 1 + 2i i z2 = 2− 3i odredite

z1 + z2, z1 − z2, z1 · z2,
z1
z2

Rje²enje:

z1 + z2 = (1 + 2i) + (2− 3i) = 1 + 2i+ 2− 3i = 3− i

z1 − z2 = (1 + 2i)− (2− 3i) = 1 + 2i− 2 + 3i = −1 + 5i

z1 · z2 = (1 + 2i) · (2− 3i) = 2− 3i+ 4i− 6i2 = 2 + i+ 6 = 8 + i

z1
z2

=
1 + 2i

2− 3i
· 2 + 3i

2 + 3i
=

2 + 3i+ 4i+ 6i2

22 − (3i)2
=

=
2 + 7i+ 6 · (−1)

4− 9i2
=
−4 + 7i

4 + 9
=
−4 + 7i

13
= − 4

13
+

7

13
i

Primjer 1.7.6. Prikaºite kompleksan broj
3− 2i

1 + i
u standardnom obliku.

Rje²enje:

3− 2i

1 + i
=

3− 2i

1 + i
· 1− i

1− i
=

3− 2i− 3i+ 2i2

1− i2
=

3− 5i− 2

1 + 1
=

1− 5i

2
=

1

2
− 5

2
i

Apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x+ yi je realan broj

|z| =
√

x2 + y2

Dva kompleksna broja z1 = x1+ y1i i z2 = x2+ y2i su jednaka ako i samo
ako je x1 = x2 i y1 = y2.

Zadatak 1.7.6. Rije²ite jednadºbu |z| − z = 1 + 2i.
Rje²enje:
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Traºeno rje²enje ozna£ava se sa z = x + yi , tada je |z| =
√
x2 + y2. Nakon

uvr²tavanja u danu jednadºbu:√
x2 + y2 − (x+ yi) = 1 + 2i√
x2 + y2 − x− yi = 1 + 2i

Iz jednakosti dva kompleksna broja slijedi√
x2 + y2 − x = 1 −y = 2 =⇒ y = −2

Uvr²tavanjem y = −2 u jednadºbu
√

x2 + y2 − x = 1 dobije se√
x2 + (−2)2 − x = 1 =⇒

√
x2 + 4 = 1 + x\2

x2 + 4 = 1 + 2x+ x2 =⇒ 4− 1 = 2x =⇒ 2x = 3 =⇒ x = 3
2

=⇒ z = 3
2
− 2i.

Svakom kompleksnom broju z = x + yi jednozna£no je pridruºena to£ka
T (x, y) kompleksne ravnine i obratno. Poloºaj to£ke moºe biti odre�en udal-
jeno²¢u r od ishodi²ta i kutom ϕ ²to ga spojnica ishodi²ta i to£ke zatvara s
pozitivnim smjerom realne osi (osi x). Kut ϕ nazivamo argumentom kom-

pleksnog broja z ̸= 0, ϕ = arg(z). Za kompleksni broj z ̸= 0 argument od
z, ϕ nije jednozna£no odre�en. Ako je ϕ neki argument kompleksnog broja
z tada su i kutovi ϕ+ 2kπ.k ∈ Z tako�er argumenti broja z.

r

ϕ

Napomena 1.7.3. Kompleksni broj z i njegov konjugirano kompleksni broj
−
z su simetri£ni s obzirom na os x.

r =
√

x2 + y2 = |z|
tanϕ =

y

x
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Realni i imaginarni dio kompleksnog broja (Re(z) = x i Im(z) = y)
mogu¢e je izraziti pomo¢u veli£ina r i ϕ .

x = r cosϕ

y = r sinϕ

prema tome se kompleksni broj z = x+yimoºe prikazati u trigonometri-

jskom obliku

z = r cosϕ+ r sinϕ · i = r(cosϕ+ i sinϕ)

Napomena 1.7.4. Dva kompleksna broja z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) i z2 =
r2(cosϕ2+i sinϕ2) su jednaka ako i samo ako je r1 = r2 i ϕ1 = ϕ2+2kπ, k ∈ Z.

Primjer 1.7.7. Kompleksni broj z = 1 + i prikaºite u trigonometrijskom
obliku:

Rje²enje:
Iz standardnog oblika kompleksnog broja vrijedi:

x = 1, y = 1

Prema formuli:

r =
√

x2 + y2 =
√
12 + 12 =

√
2

tanϕ = y
x
= 1

1
= 1 > 0 =⇒ ϕ je kut u I. ili III. kvadrantu

Iz predznaka x ili y moºe se odrediti u kojem je kvadrantu kut ϕ

=⇒ x = r cosϕ(x > 0 =⇒ cosϕ > 0) ili y = r sinϕ(y > 0 =⇒ sinϕ > 0)

Iz £ega proizlazi da se kut ϕ nalazi u I. kvadrantu=⇒ ϕ = arctan 1 = π
4

Kompleksni broj z sada se moºe zapisati u trigonometrijskom obliku:

z =
√
2(cos π

4
+ i sin π

4
)

Sa kompleksnim brojevima zadanim u trigonometrijskom obliku z1 =
r1(cosϕ1 + i sinϕ1), z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2) izvode se slijede¢e operacije:

� Mnoºenje: kompleksni brojevi se mnoºe tako da se apsolutne vrijed-
nosti pomnoºe, a argumenti zbroje.

z1 · z2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2)

z1 · z2 = r1 · r2(cosϕ1 + i sinϕ1) · (cosϕ2 + i sinϕ2)

z1 · z2 = r1r2 [cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)]



1.7. SKUPOVI BROJEVA 27

� Dijeljenje: kompleksni brojevi dijele se tako da se apsolutne vrijednosti
podjele,a argumenti oduzmu.

z2
z1

=
r2(cosϕ2 + i sinϕ2)

r1(cosϕ1 + i sinϕ1)
=

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)

r1(cosϕ1 + i sinϕ1)
· cosϕ1 − i sinϕ1

cosϕ1 − i sinϕ1

z2
z1

=
r2 [cosϕ1 · cosϕ2 + sinϕ1 · sinϕ2 + i(sinϕ1 · cosϕ2 − cosϕ1 · sinϕ2)]

r1(cos2 ϕ1 + sin2 ϕ1)

z2
z1

=
r2
r1

[cos(ϕ2 − ϕ1) + i sin(ϕ2 − ϕ1)]

� Potenciranje: ako je z1 = z2 = · · · = zn = z iz de�nicije mnoºenja
slijedi

zn = rn(cosnϕ+ i sin(nϕ)

� Korjenovanje:

n
√
z = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
Primjer 1.7.8. Izra£unajte

√
z ako je kompleksni broj z = 2 + 2i

√
3.

Rje²enje napi²ite u standardnom obliku.
Rje²enje:
Kompleksni broj z iz standardnog oblika potrebno je pretvoriti u trigonometri-

jski oblik:
Iz standardnog oblika kompleksnog broja vrijedi: x = 2, y = 2

√
3

Prema formuli: r =
√
x2 + y2 =

√
22 + (2

√
3)2 = 4

tanϕ = y
x
= 2

√
3

2
=
√
3 > 0 =⇒ ϕ je kut u I. ili III. kvadrantu

Iz predznaka x ili y moºe se odrediti u kojem je kvadrantu kut ϕ

=⇒ x = r cosϕ(x > 0 =⇒ cosϕ > 0) ili y = r sinϕ(y > 0 =⇒ sinϕ > 0)

Iz £ega proizlazi da se kut ϕ nalazi u I. kvadrantu=⇒ ϕ = arctan
(√

3
)
= π

3

Trigonometrijski oblik:

z = 4(cos π
3
+ i sin π

3
)

Iz formule korjenovanja kompleksnih brojeva trigonometrijskog oblika
n
√
z = n
√
r
(
cos ϕ+2kπ

n
+ i sin ϕ+2kπ

n

)
√
z =
√
r
(
cos ϕ+2kπ

2
+ i sin ϕ+2kπ

2

)
√
zk=o =

√
4(cos

π
3

2
+ i sin

π
3

2
) = 2(cos π

6
+ i sin π

6
) = 2

(√
3
2
+ 1

2
i
)
=
√
3 + i

√
zk=1 =

√
4
(
cos

π
3
+2π

2
+ i sin

π
3
+2π

2

)
=
√
4(cos

7π
3

2
+ i sin

7π
3

2
)

√
zk=1 = 2(cos 7π

6
+ i sin 7π

6
) = 2

(
−

√
3
2
− 1

2
i
)
= −
√
3− i
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1.8 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 1.8.1. Odredite skupove A ∪B, A ∩B, A \B i B \ A ako je:

(a) A = {2, 7, 10, 15} i B = {1, 3, 7, 10, 13, 18}.

(b) A = {1, 3, 5, 7, 10, 12, 14} i B = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}.

Rje²enje:

(a) A ∪B = {1, 2, 3, 7, 10, 13, 15, 18}, A ∩B = {7, 10},
A \B = {2, 15} i B \ A = {1, 3, 13, 18}.

(b) A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14}, A ∩B = {10, 12, 14},
A \B = {1, 3, 5, 7} i B \ A = {2, 4, 6, 8}.

Zadatak 1.8.2. Odredite skupove A∪B, A∩B, A \B, B \A, AC i BC ako
je:

(a) U = {1, 2, 3, . . . , 15}, A = {3, 7, 10, 12} i B = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}.

(b) U = N, A = {1, 2, 4, 6} i B = {3, 5, 6}.

Rje²enje:

(a) A ∪B = {2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 12, 14}, A ∩B = {10, 12},
A \B = {3, 7}, B \ A = {2, 4, 6, 8, 14},
AC = {1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 11, 13, 14, 15} i BC = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15}.

(b) A∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A∩B = {6}, A\B = {1, 2, 4}, B \A = {3, 5},
AC = {3, 5, 7, 8, 9, . . . } i BC = {1, 2, 4, 7, 8, . . . }.

Zadatak 1.8.3. Zadani su skupovi X = {a, b, c, d}, Y = {a, b, e} i Z =
{a, c}. Koje su od navedenih tvrdnji istinite?

(a) a ∈ X

(b) a ∈ X ∩ Y ∩ Z

(c) e /∈ X

(d) b ∈ Z

(e) Z ⊆ X

(f) X ⊇ Y

Rje²enje:
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(a) a ∈ X - istina

(b) a ∈ X ∩ Y ∩ Z - istina

(c) e /∈ X - istina

(d) b ∈ Z - laº

(e) Z ⊆ X - istina

(f) X ⊇ Y - laº

Zadatak 1.8.4. Odredite (A ∪B) \ C ako je:

(a) A = {1, 2, 4, 5}, B = {2, 3, 4} i C = {3, 4, 6}.

(b) A = {3, 6, 7}, B = {2, 3, 4} i C = ∅.

(c) A = {1, 2}, B = {3, 4} i C = {1, 2, 3, 4, 5}.

Rje²enje:

(a) (A∪B)\C = ({1, 2, 4, 5}∪{2, 3, 4})\{3, 4, 6} = {1, 2, 3, 4, 5}\{3, 4, 6} =
{1, 2, 5}.

(b) (A∪B)\C = ({3, 6, 7}∪{2, 3, 4})\∅ = {2, 3, 4, 6, 7}\∅ = {2, 3, 4, 6, 7}.

(c) (A∪B)\C = ({1, 2}∪{3, 4})\{1, 2, 3, 4, 5} = {1, 2, 3, 4}\{1, 2, 3, 4, 5} =
∅.

Zadatak 1.8.5. Napi²ite sljede¢e skupove kao intervale:

(a) A = {x ∈ R| − x2 + 2x+ 8 ≥ 0}.

(b) B = {x ∈ R| − x2 + 5x ≥ 0}.

(c) C = {x ∈ R| − 3 < x ≤ 3}.

(d) D = {x ∈ R|x2 − 9x+ 8 < 0}.

Rje²enje:

(a) A = [−2, 4].

(b) B = [0, 5].

(c) C = ⟨−3, 3].

(d) D = ⟨1, 8⟩.
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Zadatak 1.8.6. Odredite (A ∩B) \ C ako je:

(a) A = [2, 7], B = ⟨−2, 4] i C = ∅.

(b) A = [0, 4⟩ , B = ⟨0, 2] i C = ⟨1, 2].

(c) A = ⟨1, 5] , B = [−2, 4] i C = ⟨−2, 2⟩.

(d) A = [−3, 6] , B = ⟨−3, 7] i C = ⟨−2, 1]
Rje²enje:

(a) (A ∩B) \ C = ([2, 7] ∩ ⟨−2, 4]) \ ∅ = [2, 4] \ ∅ = [2, 4].

(b) (A ∩B) \ C = ([0, 4⟩ ∩ ⟨0, 2]) \ ⟨1, 2] = ⟨0, 2] \ ⟨1, 2] = ∅.

(c) (A ∩B) \ C = (⟨1, 5] ∩ [−2, 4]) \ ⟨−2, 2⟩ = ⟨1, 4] \ ⟨−2, 2⟩ = [2, 4].

(d) (A∩B)\C = ([−3, 6]∩⟨−3, 7])\⟨−2, 1] = ⟨−3, 6]\⟨−2, 1] = ⟨−3,−2]∪
⟨1, 6].

Zadatak 1.8.7. Dani su skupovi

A =
{
x ∈ R

∣∣−x2 + 10x− 24 > 0
}

B =

{
x ∈ R

∣∣∣∣(3− x)(x+ 2)

x− 1
≤ 0

}
Odredite skupove A ∪B i B \ A.

Rje²enje:
A = ⟨4, 6⟩
B = [−2, 1⟩ ∪ [3,+∞⟩
A ∪B = [−2, 1⟩ ∪ [3,+∞⟩
B \ A = [−2, 1⟩ ∪ [3, 4] ∪ [6,+∞⟩
Zadatak 1.8.8. Dani su skupovi

A =
{
x ∈ R

∣∣x2 − 2x− 8 < 0
}

B =

{
x ∈ R

∣∣∣∣−x(x+ 5)

x− 3
≤ 0

}
Odredite skupove A \B i B \ A.

Rje²enje:
A = ⟨−2, 4⟩
B = [−5, 0] ∪ ⟨3,+∞⟩
A \B = ⟨0, 3]
B \ A = [−5,−2] ∪ [4,+∞⟩
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Zadatak 1.8.9. Zadan je kompleksan broj z = 3 + 4i. Izra£unajte:

z + z, z − z, z × z, z
z

Rje²enje:

z + z = 6

z − z = 8i

z × z = 25

z

z
= − 7

25
+

24

25
i

Zadatak 1.8.10. Pretvorite u trigonometrijski oblik slijede¢e kompleksne
brojeve:

(a) z =
√
2− i

√
2

(b) z = 1 + i
√
3

(c) z =
√
−3 + i

(d) z = −
√
3− i

Rje²enje:

(a) z = 2(cos 7π
4
+ i sin 7π

4
)

(b) z = 2(cos π
3
+ i sin π

3
)

(c) z = 2(cos 5π
6
+ i sin 5π

6
)

(d) z = 2(cos 7π
6
+ i sin 7π

6
)
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Poglavlje 2

Matrice

2.1 Osnovni pojmovi

Matrica je pravokutna shema brojeva. Matrica se moºe zamisliti kao tablica
od m redaka i n stupaca. Matrice se ozna£avaju velikim slovima i zapisuju
u obliku:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


Elementi matrice su brojevi i ozna£avaju se s aij. U ovoj oznaci i ozna£ava
redak, a j stupac u kojem se nalazi element aij. Kra¢i zapis matrice A £iji su
elementi aij je

A = [aij] ∈Mmn.

Za matrice koje imaju m redaka i n stupaca kaºe se da su tipa (m× n).

Primjer 2.1.1. Matrica A =

[
1 2 3
4 5 6

]
je tipa (2× 3).

Ako matrica ima jednak broj redaka i stupaca kaºe se da je matrica
kvadratna. Za matricu koja ima n redaka i stupaca kaºe se da je matrica
reda n.

Primjer 2.1.2. Matrica A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 je kvadratna matrica reda 3.

33
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Neka je matrica A kvadratna matrica reda n

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann


Glavnu dijagonalu matrice A £ine elementi a11, a22, . . . ann, a sporednu dijag-
onalu matrice A £ine elementi a1n, a2n−1, . . . an1.

Kvadratna matrica koja na glavnoj dijagonali ima ne-nul elemente, a na
ostalim mjestima nule zove se dijagonalna matrica. Dakle, ako je A dijag-
onalna matrica, onda A ima oblik:

A =


a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . ann



Primjer 2.1.3. Matrica A =

1 0 0
0 5 0
0 0 9

 je dijagonalna matrica reda 3.

Dijagonalna matrica koja na glavnoj dijagonali ima sve brojeve jednake
zove se skalarna matrica. Dakle, ako je A skalarna matrica, onda A ima
oblik:

A =


a 0 . . . 0
0 a . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . a


gdje je a realan broj.

Primjer 2.1.4. Matrica A =


5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 5

 je skalarna matrica reda 4.

Jednini£na matrica reda n je skalarna matrica reda n koja na glavnoj
dijagonali ima sve jedinice. Jedini£na matrica ozna£ava se velikim slovom I.

Primjer 2.1.5. I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 je jedini£na matrica reda 3.
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Ako su svi elementi matrice jednaki nuli onda se matrica zove nulma-

trica.

Primjer 2.1.6. Matrica A =

[
0 0 0
0 0 0

]
je nulmatrica matrica tipa (2× 3).

Kvadratna matrica je gornjetrokutasta ako su joj svi elementi ispod
glavne dijagonale jednaki nuli.

Primjer 2.1.7. Matrica A =


1 −1 2 3
0 5 1 −6
0 0 1 0
0 0 0 −1

 je gornjetrokutasta matrica

reda 4.

Kvadratna matrica je donjetrokutasta ako su joj svi elementi iznad
dijagonale jednaki nuli.

Primjer 2.1.8. Matrica A =

2 0 0
1 1 0
5 −4 3

 je donjetrokutasta matrica reda

3.

Napomena 2.1.1. Dijagonalna matrica je i gornjetrokutasta i donjetroku-
tasta.

Dvije matrice A = [aij] i B = [bij] su jednake (A = B) ako i samo ako
su matrice istog reda te ako su im odgovaraju¢i elementi jednaki, tj. ako za
svaki i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n vrijedi:

aij = bij.

2.2 Operacije s matricama

2.2.1 Transponiranje matrica

Neka je A matrica tipa (m × n). Transponirana matrica matrice A, u
oznaci AT , je matrica tipa (n×m) koja se dobije zamjenom redaka i stupaca
matrice A. Dakle, ako je

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


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onda je

AT =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

... . . . ...
a1n a2n . . . amn

.

Primjer 2.2.1. Ako je A =

[
1 2 3
7 0 9

]
matrica reda (2× 3) onda je

AT =

1 7
2 0
3 9

 matrica reda (3× 2).

Kvadratna matrica kod koje vrijedi da je A = AT zove se simetri£na

matrica.

Primjer 2.2.2. Matrica A =

1 2 3
2 0 9
3 9 3

 je simetri£na.

Zadatak 2.2.1. Transponirajte sljede¢e matrice i napi²ite kojeg su tipa:

(a) A =

1 2
3 3
4 5


(b) B =

[
1 2 3 4

]
(c) C =

[
1 0
0 1

]
Rje²enje:

(a) AT =

[
1 3 4
2 3 5

]
, matrica A je tipa (3×2), a matrica AT je tipa (2×3).

(b) BT =


1
2
3
4

, matrica B je tipa (1× 4), a matrica BT je tipa (4× 1).

(c) CT =

[
1 0
0 1

]
, matrice C i CT su reda 2.
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2.2.2 Zbrajanje i oduzimanje matrica

Matrice se mogu zbrajati i oduzimati samo ako su istog tipa. Rezultat zbra-
janja (ili oduzimanja) dviju matrica A = [aij], B = [bij] tipa (m × n) je
matrica C = [cij] tipa (m×n) £iji je element na mjestu i, j zbroj (ili razlika)
elemenata na mjestu i, j matrica A i B, tj. za svaki i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n
vrijedi:

cij = aij ± bij.

A±B =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

±

b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 . . . bmn

 =

=


a11 ± b11 a12 ± b12 . . . a1n ± b1n
a21 ± b21 a22 ± b22 . . . a2n ± b2n

...
... . . . ...

am1 ± bm1 am2 ± bm2 . . . amn ± bmn.

 .

Zbrajanje matrica je komutativno i asocijativno, to jest za matrice A,B i C
tipa (m× n) vrijedi:

A+B = B + A

A+ (B + C) = (A+B) + C

Zadatak 2.2.2. Neka su A i B matrice. Ako je mogu¢e, izra£unajte A+B
i A−B:

(a) A =

[
2 1 3
0 −1 −2

]
, B =

[
−1 2 0
1 0 1

]

(b) A =

[
1 −3
0 −1

]
, B =

[
−1 −1
−3 0

]

(c) A =

[
1 −3 1
0 −1 2

]
, B =

−1 −1−3 0
1 0


Rje²enje:
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(a)

A+B =

[
2 1 3
0 −1 −2

]
+

[
−1 2 0
1 0 1

]
=

=

[
2 + (−1) 1 + 2 3 + 0
0 + 1 −1 + 0 −2 + 1

]
=

=

[
1 3 3
1 −1 −1

]
A−B =

[
2 1 3
0 −1 −2

]
−
[
−1 2 0
1 0 1

]
=

=

[
2− (−1) 1− 2 3− 0
0− 1 −1− 0 −2− 1

]
=

=

[
3 −1 3
−1 −1 −3

]
(b)

A+B =

[
1 −3
0 −1

]
+

[
−1 −1
−3 0

]
=

=

[
0 −4
−3 −1

]
A−B =

[
1 −3
0 −1

]
−
[
−1 −1
−3 0

]
=

=

[
2 −2
3 −1

]
(c) Matrice A i B nisu istog tipa, tako da ih ne moºemo zbrajati ni oduz-

imati, to jest A+B i A−B ne postoje.

2.2.3 Mnoºenje matrica skalarom

Matrica A = [aij] mnoºi se sa skalarom α, α ∈ R na na£in da se svaki element
matrice A = [aij] pomnoºi brojem α, odnosno

α · A = α ·


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 =


α · a11 α · a12 . . . α · a1n
α · a21 α · a22 . . . α · a2n

...
... . . . ...

α · am1 α · am2 . . . α · amn

 .

Zadatak 2.2.3. Izra£unajte αA ako je:
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(a) α = 3, A =

[
2 1
7 4

]

(b) α = 0, A =

[
1 1 3
−3 5 2

]
Rje²enje:

(a) αA = 3

[
2 1
7 4

]
=

[
3 · 2 3 · 1
3 · 7 3 · 4

]
=

[
6 3
21 12

]

(b) αA = 0

[
1 1 3
−3 5 2

]
=

[
0 0 0
0 0 0

]
Za mnoºenje matrica skalarom vrijedi

� (αβ)A = α(βA) - kvaziasocijativnost

� (α+ β)A = αA+ βA - distributivnost mnoºenja skalarom prema zbra-
janju realnih brojeva

� α(A+B) = αA+αB - distributivnost mnoºenja skalarom prema zbra-
janju matrica

Napomena 2.2.1. Primjetite da u jednakosti (αβ)A = α(βA) mnoºenje
izme�u αβ je mnoºenje realnih brojeva, dok je mnoºenje βA i α(βA)mnoºenje
matrice skalarom.

2.2.4 Mnoºenje matrica

Matrice A i B su ulan£ane matrice ako je broj stupaca matrice A jednak
broju redaka matrice B, tj. ako je matrica A tipa (m × n), a matrica B
tipa (n× p). Ako su matrice A i B ulan£ane, onda se moºe de�nirati njihov
umnoºak.

Neka je matrica A = [aij] tipa (m× n) i B = [bij] tipa (n× p). Umnoºak
matrica A i B je matrica C = A ·B = [cij], tipa (m× p) za koju vrijedi

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Dakle, element matrice A · B koji se nalazi u i−tom retku i u j−tom
stupcu dobije se tako da se redom pomnoºe elementi i−tog retka matrice A
i j−tog stupca matrice B te se dobiveni umno²ci zbroje.

Zadatak 2.2.4. Izra£unajte A ·B ako je:
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(a) A =

[
2 1 3
0 −1 −2

]
, B =

 1 3
0 4
−1 −2


(b) A =

[
2 1 3
0 −1 −2

]
, B =

[
−1 2 0
1 0 1

]
Rje²enje:

(a) Matrica A je tipa (2 × 3) i matrica B je tipa (3 × 2). Dakle, produkt
A ·B je mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

A ·B =

[
2 1 3
0 −1 −2

]
·

 1 3
0 4
−1 −2

 =

=

[
2 · 1 + 1 · 0 + 3 · (−1) 2 · 3 + 1 · 4 + 3 · (−2)

0 · 1 + (−1) · 0 + (−2) · (−1) 0 · 3 + (−1) · 4 + (−2) · (−2)

]
=

=

[
−1 4
2 0

]

(b) Matrica A je tipa (2× 3) i matrica B je tipa (2× 3). Dakle matrice A
i B nisu ulan£ane, pa produkt A ·B nije mogu¢.

Napomena 2.2.2. Relacija "biti ulan£an" nije komutativna, to jest, ako su
A i B ulan£ane matrice, to ne zna£i da su B i A ulan£ane. Dakle, ako A ·B
postoji, B · A ne mora postojati. �ak i ako imamo dvije matrice za koje
postoji A ·B i B · A op¢enito vrijedi A ·B ̸= B · A.

Zadatak 2.2.5. Izra£unajte A ·B i B · A ako je:

(a) A =


−1 2
0 4
7 1
−1 3

 , B =

[
2 1
0 3

]

(b) A =

[
−1 7
3 1

]
, B =

[
0 1
−1 1

]
Rje²enje:

(a) Matrica A je tipa (4 × 2) i matrica B je tipa (2 × 2). Matrice A i B
su ulan£ane, ali matrice B i A nisu ulan£ane. Produkt A ·B je mogu¢.
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Rezultat ¢e biti matrica tipa (4× 2). Produkt B · A nije mogu¢.

A ·B =


−1 2
0 4
7 1
−1 3

 · [2 1
0 3

]
=


(−1) · 2 + 2 · 0 (−1) · 1 + 2 · 3
0 · 2 + 4 · 0 0 · 1 + 4 · 3
7 · 2 + 1 · 0 7 · 1 + 1 · 3

(−1) · 2 + 3 · 0 (−1) · 1 + 3 · 3

 =

=


−2 5
0 12
14 10
−2 8


(b) Matrica A je tipa (2 × 2) i matrica B je tipa (2 × 2) pa su produkti

A ·B i B · A mogu¢i. Rezultati ¢e biti matrice tipa (2× 2).

A ·B =

[
−1 7
3 1

]
·
[
0 1
−1 1

]
=

[
(−1) · 0 + 7 · (−1) (−1) · 1 + 7 · 1
3 · 0 + 1 · (−1) 3 · 1 + 1 · 1

]
=

=

[
−7 6
−1 4

]
B · A =

[
0 1
−1 1

]
·
[
−1 7
3 1

]
=

[
0 · (−1) + 1 · 3 0 · 7 + 1 · 1

(−1) · (−1) + 1 · 3 (−1) · 7 + 1 · 1

]
=

=

[
3 1
4 −6

]
Primijetite da vrijedi A ·B ̸= B · A.

Zadatak 2.2.6. Neka je A =

1 2 3
3 2 1
1 2 3

 . Izra£unajte A · I i I · A gdje je I

jedini£na matrica reda 3.
Rje²enje:

A · I =

1 2 3
3 2 1
1 2 3

 ·
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

1 2 3
3 2 1
1 2 3

 = A

I · A =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ·
1 2 3
3 2 1
1 2 3

 =

1 2 3
3 2 1
1 2 3

 = A

Napomena 2.2.3. Kvadratna matrica se ne mijenja ako je pomnoºimo
jedini£nom matricom istog reda. Dakle, jedini£na matrica u matri£nom
mnoºenju ima istu ulogu koju broj jedan ima kod mnoºenja realnih brojeva.
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2.3 Determinanta matrice

Determinanta matrice je realan broj koji pridruºujemo kvadratnim matri-
cama. Ako je A kvadratna matrica onda se determinanta matrice A ozna£ava
det(A) ili |A|.

Determinanta matrice de�nira se induktivno, to jest determinanta ma-
trice reda n ra£una se koriste¢i determinante matrica reda n− 1.

Determinata matrice reda 1:
Neka je A = [a11] matrica reda 1. Determinanta matrice A de�nira se kao

detA = |A| = a11.

Determinanta matrice reda n, gdje je n > 1:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann


ra£una se Laplaceovim razvojem po retku ili stupcu.

Za proizvoljan redak i matrice A i proizvoljan stupac j matrice A vrijedi:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

aijAij - Laplaceov razvoj po i-tom retku

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

aijAij - Laplaceov razvoj po j-tom stupcu

gdje je Aij algebarski komplement matrica A

Aij = (−1)i+jMij,

a Mij je determinanta reda n−1 koja se iz polazne determinante detA dobije
izostavljanjem i-tog retka i j-tog stupca.

Napomena 2.3.1. Matrice se zapisuju u uglatim zagradama dok se deter-
minante zapisuju u okomitim zagradama.[
2 1
0 3

]
je matrica - tablica brojeva, dok je

∣∣∣∣2 1
0 3

∣∣∣∣ determinanta - realan broj.
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Primjer 2.3.1. Neka je A =

[
2 1
0 3

]
.

Izra£un detA razvojem po prvom retku:

detA =

∣∣∣∣2 1
0 3

∣∣∣∣ = 2 · (−1)1+1|3|+ 1 · (−1)1+2|0| = 2 · 3− 0 = 6

Izra£un detA razvojem po drugom stupcu:

detA =

∣∣∣∣2 1
0 3

∣∣∣∣ = 1 · (−1)1+2|0|+ 3 · (−1)2+2|2| = 0 + 3 · 2 = 6

Kod izra£una determinante Laplaceovim razvojem, stupac ili redak koji
se koristi za razvoj bira se proizvoljno. Ako postoji stupac ili redak koji u
sebi sadrºi 0 (ili vi²e 0) ra£un ¢e biti jednostavniji ako se izabere upravo taj
stupac ili redak za razvoj. Razlog je ²to se mnoºe¢i s nulom gube pribrojnici
u sumi Laplaceovog razvoja.

Primjer 2.3.2. Neka je A =

2 0 −1
1 −2 3
4 −1 0

. Izra£un detA razvojem po

drugom stupcu:

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 0 −1
1 −2 3
4 −1 0

∣∣∣∣∣∣ = 0 · (−1)1+2

∣∣∣∣1 3
4 0

∣∣∣∣− 2 · (−1)2+2

∣∣∣∣2 −14 0

∣∣∣∣− 1 · (−1)3+2

∣∣∣∣2 −11 3

∣∣∣∣ =
= −2 · (2 · (−1)1+1 · 0− 1 · (−1)1+2 · 4) + 1 · (2 · (−1)1+1 · 3− 1 · (−1)1+2 · 1) =
= −2 · 4 + 1 · 7 = −1

Determinanta matrice reda 2

detA =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · (−1)1+1|a22|+a12 · (−1)1+2|a21| = a11 ·a22−a12 ·a21

Dakle, determinanta matrice reda 2 ra£una se tako da se pomnoºe ele-
menti na glavnoj dijagonali i od njih oduzmu pomnoºeni elementi sa sporedne
dijagonale.

Primjer 2.3.3. Koriste¢i gornju formulu determinanta matrice

A =

[
−1 3
2 1

]
je

detA =

∣∣∣∣−1 3
2 1

∣∣∣∣ = −1 · 1− 2 · 3 = −1− 6 = −7
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Ra£unanje determinante op¢enite matrice reda 3.

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =
= a11 · (−1)1+1

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣+ a12 · (−1)1+2

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13 · (−1)1+3

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ =
= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31) =

= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 =

= a12a21a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33

Gore navedena formula moºe se izvesti koriste¢i tzv. Sarrusovo pravilo:

� Determinanta reda 3 zapisuje se na na£in da se prva dva stupca prepi²u
s desne strane determinante.

� Zbrajaju se umno²ci elemenata na glavnoj dijagonali i pravcima par-
alelnim glavnoj dijagonali.

� Zatim se od tog zbroja oduzimaju pomnoºeni elementi na sporednoj
dijagonali i na pravcima paralelnim sporednoj dijagonali.

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

+ + +

− − −

Zadatak 2.3.1. Izra£unajte determinantu matrice A koriste¢i Sarrusovo
pravilo ako je:

(a) A =

2 0 −1
1 −2 3
4 −1 0



(b) A =

−1 1 0
2 0 −1
1 −1 0


Rje²enje:
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(a)

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 0 −1
1 −2 3
4 −1 0

∣∣∣∣∣∣
2 0
1 −2
4 −1

= 2 · (−2) · 0 + 0 · 3 · 4 + (−1) · 1 · (−1)− (−1) · (−2) · 4−
− 2 · 3 · (−1)− 0 · 1 · 0 = 0 + 0 + 1− 8 + 6− 0 = −1

(b)

detA =

∣∣∣∣∣∣
−1 1 0
2 0 −1
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣
−1 1
2 0
1 −1

= (−1) · 0 · 0 + 1 · (−1) · 1 + 0 · 2 · (−1)− 0 · 0 · 1−
− (−1) · (−1) · (−1)− 1 · 2 · 0 = 0

Za ra£unanje determinante vrijede sljede¢a svojstva:

� Ako se matrica B dobije tako da se u matrici A zamijene mjesta dva
retka ili dva stupca onda vrijedi detB = − detA.

� Transponirane matrice imaju jednake determinante, odnosno vrijedi
detA = detAT .

� Ako se matrica B dobije tako da se matrici A pomnoºi jedan redak ili
stupac realnim brojem α onda je detB = α detA.

� Binet - Cauchyevo pravilo: Ako su A i B kvadratne matrice istog reda,
onda je

det(A ·B) = detA · detB

� Ako su svi elementi nekog retka ili stupca matriceA jednaki nuli onda
je detA = 0.

� Ako su u determinanti dva retka ili dva stupca jednaka ili propor-
cionalna onda je determinanta jednaka nuli.

� Vrijednost determinante se ne mijenja ako se elementima nekog retka
ili stupca pribroje elementi nekog drugog retka ili stupca pomnoºeni
realnim brojem α.
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Zadnje svojstvo omogu¢ava jednostavnije ra£unanje determinante Laplaceovim
razvojem po stupcu ili retku. Prije primjene Laplaceovog razvoja zadnje svo-
jstvo omogu¢ava da se u retku ili stupcu po kojem se radi razvoj dobije ²to
vi²e nula.

Primjer 2.3.4. Izra£un determinante matrice A pomo¢u svojstva vezanih
za ra£unanje determinanti i Laplaceovog razvoja:

A =


1 2 −1 2
−1 2 −1 2
−1 2 1 1
4 3 0 0


Iz gore navedene matrice promatraju¢i prva dva retka moºe se uo£iti da su
elementi u drugom, tre¢em i £etvrtom stupcu jednakih vrijednosti. Stoga, ako
se drugi redak determinante pomnoºi s −1 te potom zbroji s prvim retkom,
u prvom retku dobiti ¢e se tri nule, ²to ¢e olak²ati razvoj determinante po
prvom retku.

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −1 2
−1 2 −1 2
−1 2 1 1
4 3 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
R1−R2=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 0 0
−1 2 −1 2
−1 2 1 1
4 3 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
Razvoj po prvom retku

=

= 2 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
−2 −1 2
−2 1 1
3 0 0

∣∣∣∣∣∣ Razvoj po tre¢em retku
=

= 2 ·
(
3 · (−1)3+1

∣∣∣∣−1 2
1 1

∣∣∣∣) = 2 · 3 · (−1 · 1− 1 · 2) = −18

2.4 Inverz matrice

Neka je a ̸= 0 realan broj. Inverz od a, u oznaci a−1 je realan broj za koji
vrijedi a ·a−1 = a−1 ·a = 1. U ovom poglavlju ideja je de�nirati sli£an pojam
inverza za matrice. U svijetu matrica jedini£na matrica I ima ulogu jedinice.
Kako se mnoºiti mogu samo ulan£ane matrice, inverz matrice de�nira se
samo za kvadratne matrice.

Neka je A kvadratna matrica reda n. Matrica B je inverzna matrica

matrice A ako je

A ·B = B · A = I,
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gdje je I jedini£na matrica reda n. Ako postoji, inverzna matrica je jedin-
stvena i ozna£ava se s A−1.

Kod realnih brojeva, svaki ne nul broj ima inverz. Kod matrica, skup ma-
trica koje nemaju inverz je ve¢i. Neka je A kvadratna matrica. Matrica A je
regularna matrica ako je detA ̸= 0, u suprotnom matrica A je singularna.
Vrijedi da je kvadratna matrica A invertibilna (ima inverz) ako i samo ako
je A regularna matrica.

Kako bi se opisao postupak ra£unanja inverzne matrice, najprije je potrebno
de�nirati pojmove minora ili subdeterminanta, algebarski komplement ili ko-
faktor te adjungirana matrica.

Neka je A = [aij] kvadratna matrica reda n. Za i, j ∈ {1, ..., n} de�nira
se:

� Minora ili subdeterminanta Mij je determinanta reda n− 1 koja se
iz polazne determinante dobije izostavljanjem i − tog retka i j − tog
stupca.

� Algebarski komplement ili kofaktor: Aij = (−1)i+jMij.

� Adjungirana matricamatrice A, u oznaci A∗, je matrica A∗ = [Aij]
T .

Ako je A kvadratna matrica onda se A−1 ra£una po formuli:

A−1 =
1

detA
A∗.

Zadatak 2.4.1. Odredite inverz matrice A =

 2 0 1
−1 1 0
1 3 −2

 .

Rje²enje:
Inverz matrice rje²ava se u nekoliko koraka: najprije je potrebno provjeriti je
li zadana matrica regularna, a zatim izra£unati adjungiranu matricu i nakon
toga inverz matrice.
Matrica A je kvadratna matrica reda 3.

detA =

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
−1 1 0
1 3 −2

∣∣∣∣∣∣ = 2·1·(−2)+0·0·1+1·(−1)·3−1·1·1−2·0·3−0·1·2 = −8

A je regularna matrica (detA = −8 ̸= 0) odnosno ima inverz.
Adjungirana matrica se dobije ra£unanjem algebarskih komplemenata za

svaki par i, j ∈ {1, 2, 3} :

A11 = (−1)1+1 ·
∣∣∣∣1 0
3 −2

∣∣∣∣ = −2
A12 = (−1)1+2 ·

∣∣∣∣−1 0
1 −2

∣∣∣∣ = −2
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A13 = (−1)1+3 ·
∣∣∣∣−1 1
1 3

∣∣∣∣ = (−1) · 3− 1 · 1 = −4

A21 = (−1)2+1 ·
∣∣∣∣0 1
3 −2

∣∣∣∣ = 3

A22 = (−1)2+2 ·
∣∣∣∣2 1
1 −2

∣∣∣∣ = −5
A23 = (−1)2+3 ·

∣∣∣∣2 0
1 3

∣∣∣∣ = −6
A31 = (−1)3+1 ·

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ = −1
A32 = (−1)3+2 ·

∣∣∣∣ 2 1
−1 0

∣∣∣∣ = −1
A33 = (−1)3+3 ·

∣∣∣∣ 2 0
−1 1

∣∣∣∣ = 2

A−1 =
1

detA
· [Aij]

T =
1

−8
·

−2 −2 −43 −5 −6
−1 −1 2

T

=

=
1

−8
·

−2 3 −1
−2 −5 −1
−4 −6 2

 =

=

−2
−8

3
−8

−1
−8

−2
−8

−5
−8

−1
−8

−4
−8

−6
−8

2
−8

 =

=

1
4
−3

8
1
8

1
4

5
8

1
8

1
2

3
4
−1

4


Zadatak 2.4.2. Neka je A =

[
a b
c d

]
regularna matrica. Odredite A−1.

Rje²enje:
Za svaki par i, j ∈ {1, 2} ra£unaju se algebarski komplementi:

A11 = (−1)1+1 ·
∣∣d∣∣ = d

A12 = (−1)1+2 ·
∣∣c∣∣ = −c

A21 = (−1)2+1 ·
∣∣b∣∣ = −b

A22 = (−1)2+2 ·
∣∣a∣∣ = a

detA = ad− cb

A−1 =
1

detA
· [Aij]

T =
1

ad− cb

[
d −b
−c a

]
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Rje²enje prethodnog zadatka moºe se koristiti kao formulu pri ra£unanju
inverza matrice reda 2.

Zadatak 2.4.3. Izra£unajte inverz matrice A ako je:

(a) A =

[
1 0
3 2

]

(b) A =

[
2 1 0
3 1 2

]

(c) A =

[
2 1
4 2

]
Rje²enje:

(a) Matrica A je kvadratna matrica reda 2.

detA =

∣∣∣∣1 0
3 2

∣∣∣∣ = 1 · 2− 0 · 3 = 2 ̸= 0

Dakle, matrica A je regularna, pa postoji A−1.

A−1 =
1

2
·
[
2 0
−3 1

]
=

[
2
2

0
2

−3
2

1
2

]
=

[
1 0
−3
2

1
2

]
(b) Matrica A nije kvadratna pa nema inverz.

(c) Matrica A je kvadratna matrica reda 2.

detA =

∣∣∣∣2 1
4 2

∣∣∣∣ = 2 · 2− 1 · 4 = 0

Dakle, matrica A nije regularna, pa ne postoji A−1.

Dvije matrice A i B istog tipa su ekvivalentne i pi²e se A ∼ B ako se
jedna matrica moºe dobiti iz druge kona£nom primjenom sljede¢ih elemen-

tarnih transformacija:

� Zamjena mjesta dvaju redaka (stupaca) matrice,

� Mnoºenje nekog retka (stupca) realnim brojem razli£itim od nule,

� Pribrajanje elementima jednog retka (stupca) elemente nekog drugog
retka (stupca) pomnoºene realnim brojem.
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Ukoliko je red regularne kvadratne matrice A ve¢i od 3, inverz matrice je
prakti£nije ra£unati na sljede¢i na£in:

Formira se matrica tipa n× 2n oblika[
A

... I

]
gdje je I jedini£na matrica.

Elementarnim transformacijama isklju£ivo po recima matrice
[
A

... I

]
matrica se transformira u oblik [

I
... B

]
Tada je A−1 = B.

Primjer 2.4.1. Inverz matrice primjenom elementarnih transformacija:

A =


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


[
A

... I

]
=


1 1 0 0

... 1 0 0 0

0 1 1 0
... 0 1 0 0

0 0 1 1
... 0 0 1 0

0 0 0 1
... 0 0 0 1


Drugi redak pomnoºi se s (−1) i doda prvom:

[
A
...I
]
∼

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −1 0
... 1 −1 0 0

0 1 1 0
... 0 1 0 0

0 0 1 1
... 0 0 1 0

0 0 0 1
... 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Tre¢i redak se najprije doda prvom retku, a zatim se pomnoºen s (−1)

doda drugom:

[
A
...I
]
∼

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 1
... 1 −1 1 0

0 1 0 −1 ... 0 1 −1 0

0 0 1 1
... 0 0 1 0

0 0 0 1
... 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Zatim se posljednji redak mnoºi s (−1) i dodaje se najprije prvom, potom
tre¢em retku i na kraju se zbroji s drugim retkom:

[
A
...I
]
∼

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0
... 1 −1 1 −1

0 1 0 0
... 0 1 −1 1

0 0 1 0
... 0 0 1 −1

0 0 0 1
... 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣A ... I

∣∣∣

A−1 =


1 −1 1 −1
0 1 −1 1
0 0 1 −1
0 0 0 1


2.5 Matri£ne jednadºbe

Matri£ne jednadºbe su jednadºbe u kojima su nepoznanice matrice. Princip
rje²avanja matri£nih jednadºbi sli£an je principu rje²avanja realnih linearnih
jednadºbi s jednom nepoznanicom. Me�utim, pri rje²avanju matri£nih jed-
nadºbi potrebno je paziti na £injenicu da nije svaka matrica invertibilna, da
nisu svake dvije matrice ulan£ane te da mnoºenje matrica nije komutativno.

Jednadºba ax = b gdje su a ̸= 0 i b realni brojevi rje²ava se tako da se
obje strane jednadºbe podijele s a. Odnosno, obje strane jednadºbe pomnoºe
se s inverzom od a i dobije se

ax = b\ · a−1

a−1ax = a−1b

x = a−1b

Neka su A i B zadane matrice. Traºi se matrica X takva da vrijedi:

A ·X = B

Neka je A kvadratna regularna matrica. Kako bi se na lijevoj strani do-
bila samo matrica X potrebno je obje strane jednadºbe pomnoºiti s A−1.
Mnoºenje matrica nije komutativno, pa treba paziti s koje strane se jed-
nadºba mnoºi. U ovom slu£aju jednadºba se mnoºi s A−1 s lijeve strane:

A−1 · /A ·X = B

(A−1 · A) ·X = A−1 ·B
I ·X = A−1 ·B

X = A−1 ·B
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Primjer 2.5.1. Dana je matri£na jednadºba:[
2 0
1 −1

]
·X =

[
2
0

]
A =

[
2 0
1 −1

]
, B =

[
2
0

]
. Traºi se matrica X za koju vrijedi:

A ·X = B

Najprije je nuºno provjeriti je li A invertibilna matrica. A je kvadratna
matrica.

detA =

∣∣∣∣2 0
1 −1

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0

Dakle, A je regularna matrica tj. postoji A−1.

A−1 · /A ·X = B

X = A−1 ·B

A−1 je matrica reda 2 i B je matrica tipa (2×1), ²to zna£i da su matrice A−1

i B ulan£ane, odnosno produkt A−1 · B je mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica
tipa (2× 1).

A−1 =
1

−2

[
−1 0
−1 2

]
X =

−1
2

[
−1 0
−1 2

]
·
[
2
0

]
=
−1
2

[
−2
−2

]
=

[
1
1

]
Rezultat se moºe provjeriti mnoºenjem matrica:[

2 0
1 −1

]
·
[
1
1

]
=

[
2
0

]

Matri£na jednadºba oblika:

X · A = B

gdje su A i B zadane matrice rje²ava se tako da se obje strane jednadºbe
pomnoºe s A−1 s desne strane.

X · A = B\ · A−1

X · (A · A−1) = B · A−1

X · I = B · A−1

X = B · A−1
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Primjer 2.5.2. Dana je matri£na jednadºba:

X ·
[
1 3
−2 4

]
=

[
1 3
−1 7

]
A =

[
1 3
−2 4

]
, B =

[
1 3
−1 7

]
. Traºi se matrica X za koju vrijedi:

X · A = B

Najprije je nuºno provjeriti je li A invertibilna matrica. A je kvadratna
matrica.

detA =

∣∣∣∣ 1 3
−2 4

∣∣∣∣ = 10 ̸= 0

Dakle, A je regularna matrica tj. postoji A−1.

X · A = B\ · A−1

X = B · A−1

A−1 i B su matrice reda 2 , ²to zna£i da su ulan£ane, odnosno produkt A−1 ·B
je mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

A−1 =
1

10

[
4 −3
2 1

]
X = B · A−1 =

[
1 3
−1 7

]
· 1
10

[
4 −3
2 1

]
=

1

10

[
1 3
−1 7

]
·
[
4 −3
2 1

]
=

=
1

10

[
10 0
10 10

]
=

[
1 0
1 1

]
Provjera rezultata mnoºenjem matrica:[

1 0
1 1

]
·
[
1 3
−2 4

]
=

[
1 3
−1 7

]

2.6 Sustavi linearnih jednadºbi

Pomo¢u matrica rje²avaju se sustavi linearnih jednadºbi. Neka je zadan
sustav od m linearnih jednadºbi s n nepoznanica:

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2+ · · ·+ amnxn = bm
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aij, bj, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} su realni brojevi, a x1, . . . , xn su nepoz-
nanice. Ako se koe�cijenti iz linearnih jednadºbi poredaju u matrice A,X i
B na sljede¢i na£in:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

 , X =


x1

x2
...
xn

 , B =


b1
b2
...
bm


onda se sustav moºe zapisati u matri£nom obliku:

A ·X = B.

Matrica A je tipa (m × n), matrica X je tipa (n × 1), a matrica B tipa
(m×1). Elementi matrice B nazivaju se slobodnim koe�cijentima, a matrica
A matrica sustava.

2.6.1 Cramerova metoda

Neka je zadan sustav od n linearnih jednadºbi s n nepoznanica:

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2+ · · ·+ annxn = bn

Ako je matrica sustava A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 regularna matrica onda

se ovakav sustav naziva Cramerov sustav i moºe se rje²avati Cramerovom
metodom. Neka je D determinanta sustava

D = detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
S Dj, j ∈ {1, . . . , n} ozna£ava se determinanta koju se dobije zamjenom
j − otog stupca u determinanti D sa stupcem sastavljenim od slobodnih
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£lanova.

Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1j−1 b1 a1j+1 . . . a1n
a21 a22 . . . a2j−1 b2 a2j+1 . . . a2n
...

... . . . ...
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anj−1 bn anj+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Tada je rje²enje sustava jednadºbi dano s

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, . . . , xn =

Dn

D
.

Primjer 2.6.1. Rje²enje sustava jednadºbi pomo¢u Cramerove metode:

x+ y − z = 3

2x− y = 3

2x+ 2z = 4

A =

1 1 −1
2 −1 0
2 0 2

 je matrica sustava, B =

33
4

 je matrica slobodnih koe�-

cijenata te je X =

xy
z

 matrica nepoznanica.

D = detA =

∣∣∣∣∣∣
1 1 −1
2 −1 0
2 0 2

∣∣∣∣∣∣
1 1
2 −1
2 0

= −2 + 0 + 0− (−2)− 0− 4 = −8 ̸= 0

Dakle, sustav je Cramerov, pa se moºe rje²avati Cramerovom metodom. Za
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j = 1, 2, 3 ra£una se Dj:

D1 =

∣∣∣∣∣∣
3 1 −1
3 −1 0
4 0 2

∣∣∣∣∣∣
3 1
3 −1
4 0

= −6 + 0 + 0− 4− 0− 6 = −16

D2 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 −1
2 3 0
2 4 2

∣∣∣∣∣∣
1 3
2 3
2 4

= 6 + 0− 8 + 6− 0− 12 = −8

D3 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 3
2 −1 3
2 0 4

∣∣∣∣∣∣
1 1
2 −1
2 0

= −4 + 6 + 0− (−6)− 0− 8 = 0

x =
D1

D
=
−16
−8

= 2

y =
D2

D
=
−8
−8

= 1

z =
D3

D
=

0

−8
= 0

Provjeru se vr²i uvr²tavaju¢i x, y i z u zadane jednadºbe:

2 + 1− 0 = 3

2 · 2− 1 = 3

2 · 2 + 2 · 0 = 4

2.6.2 Gauss-Jordanove metode eliminacije

Ukoliko broj nepoznanica i broj jednadºbi u sustavu nisu jednaki ili ako ma-
trica sustava nije regularna , sustav se ne moºe rije²iti Cramerovom metodom.
U tom slu£aju mogu se koristiti Gauss-Jordanove metode eliminacije. Neka
je zadan sustav od m linearnih jednadºbi s n nepoznanica:

a11x1 + a12x2+ · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · ·+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2+ · · ·+ amnxn = bm

Pro²irena matrica sustava Ap je matrica tipa (m × (n + 1)) koja se dobije
tako da se na matricu sustava A s desne strane nadopi²e stupac slobodnih
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koe�cijenata:

Ap =


a11 a12 . . . a1n

... b1

a21 a22 . . . a2n
... b2

...
... . . . ...

...
...

am1 am2 . . . amn
... bm



Elementarnim transformacijama na redcima pro²irene matrice cilj je lijevi
dio matrice transformirati u jedini£nu matricu. Brojevi u posljednjem stupcu
matrice koji se dobiju nakon svo�enja desnog dijela pro²irene matrice sustava
na jedini£nu matricu su rje²enja sustava.

Primjer 2.6.2. Rje²enje sustava jednadºbi Gauss-Jordanovom metodom
eliminacije:

2x+ y − z = −5
x+ 2z = 1

2y + 2z = −2
3x− 2y − z = 0

Ap =


2 1 −1 ... −5
1 0 2

... 1

0 2 2
... −2

3 −2 −1 ... 0



Elementarnim transformacijama na redcima pro²irene matrice lijevi dio ma-
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trice se nastoji transformirati u jedini£nu matricu.

Ap =


2 1 −1 ... −5
1 0 2

... 1

0 2 2
... −2

3 −2 −1 ... 0


Zamjena R1 i R2∼


1 0 2

... 1

2 1 −1 ... −5
0 2 2

... −2
3 −2 −1 ... 0

 ∼

R2−2R1
R4−3R1∼


1 0 2

... 1

0 1 −5 ... −7
0 2 2

... −2
0 −2 −7 ... −3


R3−2R2
R4+2R2∼


1 0 2

... 1

0 1 −5 ... −7
0 0 12

... 12

0 0 −17 ... −17

 ∼

R3:12∼


1 0 2

... 1

0 1 −5 ... −7
0 0 1

... 1

0 0 −17 ... −17


R1−2R3
R2+5R3
R2+17R3∼


1 0 0

... −1
0 1 0

... −2
0 0 1

... 1

0 0 0
... 0


Odavde se i²£itava x = −1, y = −2, z = 1. Provjera se vr²i uvr²tavaju¢i x, y
i z u zadane jednadºbe:

2 · (−1) + (−2)− 1 = −5
−1 + 2 · 1 = 1

2 · (−2) + 2 · 1 = −2
3 · (−1)− 2 · (−2)− 1 = 0

Napomena 2.6.1. Cramerovi sustavi mogu se rje²avati i Cramerovommetodom
i Gauss-Jordanovom metodom eliminacije.

U prethodnom primjeru sustav je imao jedinstveno rje²enje. Me�utim,
mogu¢e je da sustav ima beskona£no mnogo rje²enja, ili da nema nijedno
rje²enje.

Primjer 2.6.3. Rje²enje sustava jednadºbi Gauss-Jordanovom metodom
eliminacije:

x+ 2y − z = 2

−x− y + z = 0

x+ 3y = 7

y − 2z = 2
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Ap =


1 2 −1 ... 2

−1 −1 1
... 0

1 3 0
... 7

0 1 −2 ... 2


R2+R1
R3−R1∼


1 2 −1 ... 2

0 1 0
... 2

0 1 1
... 5

0 1 −2 ... 2

 ∼

R1−2R2
R3−R2
R4−R2∼


1 0 −1 ... −2
0 1 0

... 2

0 0 1
... 3

0 0 −2 ... 0


R1+R3
R4+2R3∼


1 0 0

... 1

0 1 0
... 2

0 0 1
... 3

0 0 0
... 6


Iz £etvrtog retka se i²£itava 0 = 6, ²to je kontradikcija. Odavde se zaklju£uje
da ovaj sustav jednadºbi nema rje²enja, to jest ne postoje realni brojevi x, y
i z koji zadovoljavaju sve £etiri dane jednadºbe.

Primjer 2.6.4. Rje²enje sustava jednadºbi Gauss-Jordanovom metodom
eliminacije:

x+ 3y + 2z = −6
−x− y + 2z = −10

2y + 4z = −16
x+ y − 2z = 10

Ap =


1 3 2

... −6
−1 −1 2

... −10
0 2 4

... −16
1 1 −2 ... 10


R2+R1
R4−R1∼


1 3 2

... −6
0 2 4

... −16
0 2 4

... −16
0 −2 −4 ... 16

 ∼

R2:2∼


1 3 2

... −6
0 1 2

... −8
0 2 4

... −16
0 −2 −4 ... 16


R1−3R2
R3−R2
R4+2R2∼


1 0 −4 ... 18

0 1 2
... −8

0 0 0
... 0

0 0 0
... 0


U ovom slu£aju elementarnim transformacijama na redcima eliminirale su se
dvije jednadºbe pa je ostalo manje jednadºbi nego ²to sustav ima nepoznan-
ica. Odavde slijedi da ovaj sustav jednadºbi ima beskona£no mnogo rje²enja.
Nepoznanicu z ozna£imo s t, gdje t predstavlja promjenjivi parametar. Iz
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pro²irene matrice onda slijedi:

x− 4t = 18⇒ x = 4t+ 18

y + 2t = −8⇒ y = −2t− 8

Dakle, sustav jednadºbi ima beskona£no mnogo rje²enja, a svako rje²enje je
oblika:

x = 4t+ 18

y = −2t− 8

z = t

gdje je t ∈ R. Ovakvo rje²enje naziva se parametarsko rje²enje sustava.

2.7 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 2.7.1. Neka su dane matrice A i B. Odredite matrice:

A+B, 2A−B,AB,BA,AT , BT , A−1, B−1.

(a) A =

[
0 1
4 3

]
, B =

[
−1 2
1 2

]

(b) A =

1 2
3 4
5 6

, B =

[
3 −2
6 0

]

(c) A =

6 5
4 3
1 2

, B =

0 3
2 0
9 −3



(d) A =

1 0 −1
1 1 0
0 1 −1

 , B =

2 0 4
1 1 0
1 0 −2



(e) A =

1 0 −1
4 2 0
0 −1 −1

 , B =

 1 1 2
1 −1 0
−1 0 −2


Rje²enje:
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(a) A+B =

[
0 1
4 3

]
+

[
−1 2
1 2

]
=

[
−1 3
5 5

]
2A−B = 2 ·

[
0 1
4 3

]
−
[
−1 2
1 2

]
=

[
0 2
8 6

]
−
[
−1 2
1 2

]
=

[
1 0
7 4

]
Matrica A je reda (2× 2) i matrica B je reda (2× 2)⇒ produkti A ·B
i B · A su mogu¢i. Rezultati ¢e biti matrice reda (2× 2).

A ·B =

[
0 1
4 3

]
·
[
−1 2
1 2

]
=

[
0 · (−1) + 1 · 1 0 · 2 + 1 · 2
4 · (−1) + 3 · 1 4 · 2 + 3 · 2

]
=

[
1 2
−1 14

]
B · A =

[
−1 2
1 2

]
·
[
0 1
4 3

]
=

[
8 5
8 7

]
AT =

[
0 4
1 3

]
BT =

[
−1 1
2 2

]
A i B su kvadratne matrice.

detA = 0 · 3− 1 · 4 = −4 ̸= 0

Dakle, matrica A je regularna, pa postoji A−1.

detB = (−1) · 2− 1 · 2 = −4 ̸= 0

Dakle, matrica B je regularna, pa postoji B−1.

A−1 = 1
−4
·
[
3 −1
−4 0

]
=

[
−3

4
1
4

1 0

]
B−1 = 1

−4
·
[
2 −2
−1 −1

]
=

[
−1

2
1
2

1
4

1
4

]
(b) Matrice A+B i 2A−B ne postoje.

AB =

15 −2
33 −6
51 −10

 , BA ne postoji.

AT =

[
1 3 5
2 4 6

]
, BT =

[
3 6
−2 0

]
A−1 ne postoji, B−1 =

[
0 1

6

−1
2

1
4

]

(c) A+B =

15 −2
33 −6
51 −10

 , 2A−B

12 7
6 6
−7 7


AB i BA ne postoje.
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AT =

[
6 4 1
5 3 2

]
, BT =

[
0 2 9
3 0 −3

]
A−1 i B−1 ne postoje.

(d) A+B =

3 0 3
2 2 0
1 1 −3

 , 2A−B =

 0 0 −6
1 1 0
−1 2 0


AB =

1 0 6
3 1 4
0 1 2

 , BA =

2 4 −6
2 1 −1
1 −2 1


AT =

 1 1 0
0 1 1
−1 0 −1

 , BT =

2 1 1
0 1 0
4 0 −2


A−1 =

 1
2

1
2
−1

2

−1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2
−1

2

 , B−1 =

 1
4

0 1
2

−1
4

1 −1
2

1
8

0 −1
4



(e) A+B =

 2 1 1
5 1 0
−1 −1 −3

 , 2A−B =

1 −1 −47 5 0
1 −2 0


AB =

2 1 4
6 2 8
0 1 2

 , BA =

 5 0 −3
−3 −2 −1
−1 2 3


AT =

 1 4 0
0 2 −1
−1 0 −1

 , BT =

1 1 −1
1 −1 0
2 0 −2


A−1 =

 1
2

1
2
−1

2

−1
2

1
2

1
2

−1
2

1
2
−1

2

 , B−1 =

 1
4

0 1
2

−1
4

1 −1
2

1
8

0 −1
4


Zadatak 2.7.2. Neka su dane matrice A i B. Odredite matrice AB − 2AT .

(a) A =

[
1 2
4 3

]
, B =

[
−1 2
2 1

]

(b) A =

[
−1 2
−1 3

]
, B =

[
−1 0
0 1

]

(c) A =

 2 1 1
0 0 2
−1 1 3

, B =

1 2
2 1
2 −6


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(d) A =

[
1 0 8
3 −3 5

]
, B =

1 2
2 1
2 −6



(e) A =

 1 1 1
0 −3 2
−1 0 4

, B =

 1 2 −3
−3 1 0
3 1 1


Rje²enje:

(a) Matrica A je reda 2 i matrica B je reda 2 pa je produkt AB mogu¢.
Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

A ·B−2 ·AT =

[
1 2
4 3

]
·
[
−1 2
2 1

]
−2 ·

[
1 2
4 3

]T
=

[
3 4
2 11

]
−2 ·

[
1 4
2 3

]
=[

3 4
2 11

]
−
[
2 8
4 6

]
=

[
1 −4
−2 5

]

(b)
[
3 4
−3 −3

]
(c) Ne postoji jer matrice AB i AT nisu istog tipa.

(d) Ne postoji jer matrice AB i AT nisu istog tipa.

(e)

−1 4 0
13 5 2
9 −2 −1


Zadatak 2.7.3. Rije²ite sljede¢e matri£ne jednadºbe:

(a)
[
1 2
3 4

]
·X =

[
3 5
5 9

]

(b) X ·
[
3 −2
5 −4

]
=

[
−1 2
−5 6

]

(c)

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

 ·X =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8


Re²enje:
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(a) Rje²enje:

A =

[
1 2
3 4

]
, B =

[
3 5
5 9

]
A ·X = B

A je kvadratna matrica.

detA =

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0⇒ A je regularna matrica tj. postoji A−1

A ·X = B ⇒ X = A−1 ·B
A−1 je matrica reda 2 i B je matrica reda 2 ⇒ produkt A−1 · B je
mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

A−1 = 1
−2

[
4 −2
−3 1

]
X = −1

2

[
4 −2
−3 1

]
·
[
3 5
5 9

]
= −1

2

[
2 2
−4 −6

]
=

[
−1 −1
2 3

]

(b) A =

[
3 −2
5 −4

]
, B =

[
−1 2
−5 6

]
X · A = B

A je kvadratna matrica.

detA =

∣∣∣∣3 −25 −4

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0⇒ A je regularna matrica tj. postoji A−1

X · A = B ⇒ X = B · A−1

B i A−1 su matrice reda 2. produkt B ·A−1 je mogu¢. Rezultat ¢e biti
matrica reda 2.

A−1 = 1
−2

[
−4 2
−5 3

]
X = B · A−1 =

[
−1 2
−5 6

]
· 1

−2

[
−4 2
−5 3

]
= −1

2

[
−1 2
−5 6

]
·
[
−4 2
−5 3

]
=

−1
2

[
−6 4
−10 8

]
=

[
3 −2
5 −4

]

(c) A =

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

−1

, B =

 1 −3 0
10 2 7
10 7 8


A ·X = B

A je kvadratna matrica.
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detA =

∣∣∣∣∣∣
1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣
1 2
3 2
2 −1

= 1 ̸= 0 ⇒ A je regularna matrica tj.

postoji A−1

A ·X = B ⇒ X = A−1 ·B
A−1 je matrica reda 3 i B je matrica reda 3 ⇒ produkt A−1 · B je
mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica reda 3.

A−1 = 1
detA

A∗

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 2 −4
−1 0

∣∣∣∣ = −4
A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣3 −42 0

∣∣∣∣ = −8
A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣3 2
2 −1

∣∣∣∣ = −7
A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣ 2 −3
−1 0

∣∣∣∣ = 3

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣1 −32 0

∣∣∣∣ = 6

A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣1 2
2 −1

∣∣∣∣ = 5

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣2 −32 −4

∣∣∣∣ = −2
A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣1 −33 −4

∣∣∣∣ = −5
A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣1 2
3 2

∣∣∣∣ = −4
A−1 = 1

detA
A∗ = 1

detA

[
Aij

]T
= 1

1

−4 −8 −73 6 5
−2 −5 −4

T

=

−4 3 −2
−8 6 −5
−7 5 −4


X = A−1 ·B =

−4 3 −2
−8 6 −5
−7 5 −4

 ·
 1 −3 0
10 2 7
10 7 8

 =

6 4 5
2 1 2
3 3 3


Zadatak 2.7.4. Za zadane matrice A i B rije²ite matri£nu jednadºbu

XA−B = 2X.
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(a)

A =

[
1 2
3 4

]
, B =

[
−1 2

]
(b)

A =

[
2 −1
−1 2

]
, B =

[
−1 0
0 −1

]
Rje²enje:

(a)

X · A−B = 2 ·X
X · A− 2 ·X = B

X · A− 2 ·X · I = B

X · (A− 2 · I) = B

X = B(A− 2 · I)−1

A− 2 · I =

[
−1 2
3 2

]
(A− 2 · I)−1 =

1

−8

[
2 −2
−3 −1

]
X = B(A− 2 · I)−1 =

[
−1 2

]
· 1

−8

[
2 −2
−3 −1

]
=

=
1

−8
[
−1 2

]
·
[
2 −2
−3 −1

]
=
[
1 0

]
(b) X =

[
0 1
1 0

]
Zadatak 2.7.5. Za zadane matrice A i B rije²ite matri£nu jednadºbu

3X − AX = B.

(a)

A =

[
1 0
2 0

]
, B =

[
4
−1

]
(b)

A =

[
0 −1
1 1

]
, B =

[
4 −2
−3 −1

]
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Rje²enje:

(a)

3X − A ·X = B

3 · I ·X − A ·X = B

(3 · I − A) ·X = B

X = (3 · I − A)−1B

X =

[
2
1

]

(b) X =

[
1 −1
−1 −1

]
Zadatak 2.7.6. Rje²ite sustave jednadºbi Cramerovom i Gauss-Jordanovom
metodom:

(a)

x− 3y = 6

2x+ 5y = 1

(b)

2x+ y + 3z = 9

x− 2y + z = −2
3x+ 2y + 2z = 7

(c)

x− 2y − 5z = −12
−2x+ y + 7z = 15

3y + 4z = 12

Rje²enje:
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(a) � Cramerova metoda

D =

∣∣∣∣1 −32 5

∣∣∣∣ = 11

D1 =

∣∣∣∣6 −31 5

∣∣∣∣ = 33

D2 =

∣∣∣∣1 6
2 1

∣∣∣∣ = −11
x =

33

11
= 3

y =
−11
11

= −1

� Gauss-Jordanova metoda

Ap =

[
1 −3 6
2 5 1

]
R2−2R1∼

[
1 −3 6
0 11 −11

]
∼

R2:11∼
[
1 −3 6
0 1 −1

]
R1+3R2∼

[
1 0 3
0 1 −1

]
x = 3

y = −1

(b) � Cramerova metoda

D =

∣∣∣∣∣∣
2 1 3
1 −2 1
3 2 2

∣∣∣∣∣∣
2 1
1 −2
3 2

= −8 + 3 + 6− (−18)− 4− 2 = 13

D1 =

∣∣∣∣∣∣
9 1 3
−2 −2 1
7 2 2

∣∣∣∣∣∣
9 1
−2 −2
7 2

= −36 + 7− 12− (−42)− 18− (−4) = −13

D2 =

∣∣∣∣∣∣
2 9 3
1 −2 1
3 7 2

∣∣∣∣∣∣
2 9
1 −2
3 7

= −8 + 27 + 21− (−18)− 14− 18 = 26

D3 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 9
1 −2 −2
3 2 7

∣∣∣∣∣∣
2 1
1 −2
3 2

= −28− 6 + 18− (−54)− (−8)− 7 = 39

x =
D1

D
=
−13
13

= −1

y =
D2

D
=

26

13
= 2

z =
D3

D
=

39

13
= 3
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� Gauss-Jordanova metoda

Ap =

2 1 3 9
1 −2 1 −2
3 2 2 7

 Zamjena R1 i R2∼

1 −2 1 −2
2 1 3 9
3 2 2 7

 ∼
R2−2R1
R3−3R1∼

1 −2 1 −2
0 5 1 13
0 8 −1 13

 R2:5∼

1 −2 1 −2
0 1 1

5
13
5

0 8 −1 13

 ∼
R3−8R2
R1+2R2∼

1 0 7
5

16
5

0 1 1
5

13
5

0 0 −13
5
−39

5

 R3·−5
13∼

1 0 7
5

16
5

0 1 1
5

13
5

0 0 1 −3

 ∼
R2− 1

5
R3

R1− 7
5
R3∼

1 0 0 −1
0 1 0 2
0 0 1 −3


x = −1
y = 2

z = −3

(c) � Cramerova metoda

D =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 −5
−2 1 7
0 3 4

∣∣∣∣∣∣ = −3
D1 =

∣∣∣∣∣∣
−12 −2 −5
15 1 7
12 3 4

∣∣∣∣∣∣ = −9
D2 =

∣∣∣∣∣∣
1 −12 −5
−2 15 7
0 12 4

∣∣∣∣∣∣ = 0

D3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 −12
−2 1 15
0 3 12

∣∣∣∣∣∣− 9

x =
D1

D
=
−9
−3

= 3

y =
D2

D
=

0

−3
= 0

z =
D3

D
=
−9
−3

= 3
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� Gauss-Jordanova metoda

Ap =

 1 −2 −5 −12
−2 1 7 15
0 3 4 12

 R2+2R1∼

1 −2 −5 −120 −3 −3 −9
0 3 4 12

 ∼
R2:3∼

1 −2 −5 −120 1 1 3
0 3 4 12

 R3−3R2
R1+2R2∼

1 0 −3 −6
0 1 1 3
0 0 1 3

 R1+3R3
R2−R3∼

1 0 0 3
0 1 0 0
0 0 1 3


x = 3

y = 0

z = 3

Zadatak 2.7.7. Prijevozni£ko poduze¢e posjeduje 3 vrste autobusa: Fiat,
Volvo te Opel autobuse. Zbog kvara na glavnom serveru poduze¢e je izgu-
bilo informacije o broju sjedi²ta u svakom od tipova autobusa. Na sre¢u,
poduze¢e je prona²lo sigurnosne kopije informacija o ukupnom broju pre-
vezenih putnika za 8., 9. i 10. studenog.
Osmog studenog prijevozni£ko poduze¢e ukupno je prevezlo 336 putnika.
Prijevoz se obavio koriste¢i 5 Fiat autobusa, 2 Volvo autobusa te 1 Opel
autobus.
Devetog studenog prijevozni£ko poduze¢e ukupno je prevezlo 214 putnika.
Prijevoz se obavio koriste¢i 4 Fiat autobusa i 1 Volvo autobus.
Desetog studenog prijevozni£ko poduze¢e ukupno je prevezlo 314 putnika.
Prijevoz se obavio koriste¢i 1 Fiat autobus, 5 Volvo autobusa te te 2 Opel
autobusa.
Podaci o broju prevezenih putnika sumirani su u donjoj tablici.

Datum / Vrsta autobusa Fiat Volvo Opel Broj putnika
8. studenog 5 2 1 336
9. studenog 4 1 0 214
10. studenog 1 5 2 314

Ukoliko je poznato da je svakog dana svaki autobus odvozio samo jednu
rutu, te da su sva sjedi²ta bila popunjena, koliko sjedi²ta ima svaka vrsta
autobusa koju posjeduje prijevozni£ko poduze¢e?

(a) Zapi²ite problem kao sustav linearnih jednadºbi.

(b) Preporu£ite metodu i rije²ite sustav jednadºbi.
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Rje²enje:
Neka je:
x broj sjedi²ta u Fiat autobusu,
y broj sjedi²ta u Volvo autobusu
z broj sjedi²ta u Opel autobusu.

5x+ 2y + z = 336

4x+ y = 214

x+ 5y + 2z = 314

A =

5 2 1
4 1 0
1 5 2

 , B =

336214
314

 , X =

xy
z


detA = D =

∣∣∣∣∣∣
5 2 1
4 1 0
1 5 2

∣∣∣∣∣∣
5 2
4 1
1 5

= 10 + 20− 1− 16 = 13 ̸= 0

Determinanta sustava je razli£ita od nule, pa je sustav Cramerov.

D1 =

∣∣∣∣∣∣
336 2 1
214 1 0
314 5 2

∣∣∣∣∣∣
336 2
214 1
314 5

= 672 + 1070− 314− 856 = 572

D2 =

∣∣∣∣∣∣
5 336 1
4 214 0
1 314 2

∣∣∣∣∣∣
5 336
4 214
1 314

= 2140 + 1256− 214− 2688 = 494

D3 =

∣∣∣∣∣∣
5 2 336
4 1 214
1 5 314

∣∣∣∣∣∣
5 2
4 1
1 5

= 1570 + 428 + 6720− 336− 5350− 2512 = 520

x =
D1

D
=

572

13
= 44

y =
D2

D
=

494

13
= 38

z =
D3

D
=

520

13
= 40

Fiat autobusi imaju 44, Volvo autobusi 38, a Opel autobusi 40 sjedi²ta.

Zadatak 2.7.8. Prijevozni£ko poduze¢e prevozi tri vrste tereta sa £etiri ra-
zli£ita tipa kamiona. Volvo kamion, £iji je kapacitet 3 tone, prevozi jedan
paket tereta A, jedan paket tereta B i 2 paketa tereta C. Mercedes Benz
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kamion, £iji je kapacitet 2 tone, prevozi jedan paket tereta B i 2 paketa
tereta C. Fiat kamion, £iji je kapacitet 8.5 tona, prevozi dva paketa tereta
A, tri paketa tereta B i 7 paketa tereta C. Ford kamion, £iji je kapacitet 5
tona, prevozi jedan paket tereta A, dva paketa tereta B i 4 paketa tereta C.
Informacije su sumirane u donjoj tablici: Kolike su mase tereta A, B i C?

Vrsta kamiona / Tip Tereta A B C Kapacitet kamiona
Volvo 1 1 2 3
Mercedes Benz 0 1 2 2
Fiat 2 3 7 8.5
Ford 1 2 4 5

(a) Zapi²ite problem kao sustav linearnih jednadºbi.

(b) Preporu£ite metodu i rije²ite sustav jednadºbi.

Rjesenje:
x⇒ masa paketa tereta A;
y ⇒ masa paketa tereta B;
z ⇒ masa paketa tereta C;

x+ y + 2z = 3

y + 2z = 2

2x+ 3y + 7z = 8.5

x+ 2y + 4z = 5

Ap =


1 1 2

... 3

0 1 2
... 2

2 3 7
... 8.5

1 2 4
... 5


R3−2R1
R4−R1∼


1 1 2

... 3

0 1 2
... 2

0 1 3
... 2.5

0 1 2
... 2

 ∼

R1−R2
R3−R2
R4−R2∼


1 0 0

... 1

0 1 2
... 2

0 0 1
... 0.5

0 0 0
... 0

 R2−2R3∼


1 0 0

... 1

0 1 0
... 1

0 0 1
... 0.5

0 0 0
... 0


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x = 1

y = 1

z = 0.5

Mase paketa tereta A i B iznose 1, a masa paketa tereta C 0.5 tona.
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Poglavlje 3

Vektori

U ovom poglavlju obra�en je klasi£ni vektorski ra£un. Veli£ine poput duljine,
povr²ine, mase, topline i sli£no odre�ene su jednim podatkom i to mjerenim
brojem i nazivaju se skalari, dok je za veli£ine poput orijentirane duºine,
brzine, akceleracije, sile i sli£no potrebno znati i njihov smjer i orijentaciju.
Takve veli£ine nazivaju se vektori.

3.1 Osnovni pojmovi

Neka su A,B to£ke u trodimenzionalnom prostoru. Ure�eni par (A,B) gdje
je to£ka A po£etak, a to£ka B kraj naziva se usmjerena duºina. Usmjerena
duºina ozna£ava se s

−→
AB

Translatiraju¢i usmjerenu duºinu
−→
AB kroz trodimenzionalni prostor dolazi

se do druge usmjerene duºine
−−→
CD za koju vrijedi:

� Udaljenost od A do B jednaka je kao udaljenost od C do D.

� Usmjerene duºine
−→
AB i

−−→
CD leºe na paralelnim pravcima, odnosno istog

su smjera.

� Usmjerene duºine
−→
AB i

−−→
CD jednako su orijentirane, odnosno pokazuju

u istom smjeru.

Napomena 3.1.1. Vrijedi da je polovi²te duºina AD i BC ista to£ka.

75
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A B

C D

P

Za danu usmjerenu duºinu
−→
AB promatra se skup svih usmjerenih duºina−−→

CD za koje vrijedi da je polovi²te duºina AD i BC ista to£ka. Takav skup
naziva se vektor odre�en usmjerenom duºinom

−→
AB. Usmjerena duºina

−→
AB

je jedan predstavnik vektora. Vektore naj£e²¢e ozna£avaju malim slovima
sa strelicom povi²e slova: a⃗, b⃗, c⃗, . . . �injenicu da je vektor a⃗ predstavljen
duºinom

−→
AB ozna£avamo s:

a⃗ = [
−→
AB]

Napomena 3.1.2. U daljnjem tekstu poistovje¢uje se usmjerena duºina
−→
AB

s vektorom koji ta usmjerena duºina predstavlja.

Svaki vektor je jednozna£no odre�en s:

� duljinom (modul, apsolutna vrijednost, norma)

� smjerom (nosa£, pravac nositelj)

� orijentacijom (smisao, usmjerenje)

Modul ili duljina vektora a⃗ je duljina predstavnika
−→
AB tog vektora, tj. broj

koji se dobiva mjerenjem duºine AB

|⃗a| =
∣∣AB∣∣

Smjer vektora a⃗ je smjer pravca AB odre�enog predstavnikom
−→
AB vek-

tora a⃗. O£ito je da smjer vektora ne zavisi o izboru predstavnika, jer su
pravci koje odre�uju usmjerene duºine iz iste klase paralelni, a paralelni
pravci imaju isti smjer.

Orijentacija vektora a⃗ odre�ena je orijentacijom bilo kojeg predstavnika
tog vektora. Ako su a⃗, b⃗ vektori istog smjera, a

−→
OA i

−−→
OB predstavnici tih

vektora s istim po£etkom O, onda je jasno da ¢e to£ke O,A i B leºati na istom
pravcu p. Za vektore a⃗ i b⃗ kaºe se da imaju istu orijentaciju ako to£ke A
i B leºe na pravcu p s iste strane to£ke O. Vektori a⃗ i b⃗ su suprotnih

orijentacija ako su to£ke A i B s razli£itih strana to£ke O.
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O
A

B

Vektori istog smjera

O

A

B

Vektori suprotnog smjera

Dva vektora koja imaju jednaku duljinu i isti smjer a suprotne orijentacije
zovu se suprotni vektori. Suprotan vektor vektoru a⃗ ozna£ava se s −a⃗.

Vektor kojemu se podudaraju po£etna i zavr²na to£ka naziva se nul-

vektor i ozna£ava s 0⃗. Njegova duljina je 0, a smjer odnosno orijentacija su
mu neodre�eni.
Za vektor a⃗ kaºe se da je jedini£ni vektor ukoliko je duljina vektora jednaka
jedan, odnosno

|⃗a| = 1

3.2 Operacije s vektorima

U skupu svih vektora mogu se vr²iti operacije s vektorima i to zbrajanje
vektora te mnoºenje vektora skalarom.

3.2.1 Zbrajanje vektora

Neka su a⃗ i b⃗ vektori te neka su
−→
AB i

−−→
BC predstavnici tih vektora tako da

po£etna to£ka predstavnika vektora b⃗ leºi u krajnjoj to£ki predstavnika vek-
tora a⃗. Tada se de�nira zbroj vektora a⃗ i b⃗ kao vektor c⃗ £iji je predstavnik
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usmjerena duºina
−→
AC:

c⃗ = a⃗+ b⃗ =
[−→
AB
]
+
[−−→
BC
]
=
[−→
AC
]

A B

C

a⃗

b⃗
c⃗

Gornja de�nicija naziva se pravilo trokuta. Zbrajanje vi²e vektora se
vr²i na na£in da se od vektora koje treba zbrojiti pravi "lanac". Lanac
se pravi tako da se po£etna to£ka slijede¢eg vektora stavlja u zavr²nu to£ku
prethodnog vektora. Suma svih vektora jest vektor £ija je po£etna to£ka
po£etna to£ka prvog vektora, a zavr²na to£ka zavr²na to£ka posljednjeg vek-
tora.

Razlika vektora a⃗ i b⃗ u oznaci

a⃗− b⃗

je zbroj vektora a⃗ i vektoru b⃗ suprotnog vektora −b⃗,

a⃗− b⃗ = a⃗+ (−b⃗).

Za zbrajanje vektora vrijedi

� Komutativnost
a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗

� Asocijativnost
(⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗)

� Svojstvo suprotnog vektora

a⃗+ (−a⃗) = 0⃗

� Svojstvo nul-vektora
0⃗ + a⃗ = a⃗+ 0⃗ = a⃗
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3.2.2 Mnoºenje vektora skalarom

Operacija mnoºenja vektora skalarom podrazumijeva mnoºenje vektora re-
alnim brojem. Ova operacija je produljivanje, odnosno skra¢ivanje vektora
ovisno s kojim se realnim brojem mnoºi vektor. Produkt realnog broja

λ ∈ R i vektora a⃗ je vektor u oznaci λa⃗ za koji vrijedi:

� Duljina vektora λa⃗ jednaka je produktu apsolutne vrijednosti realnog
broja λ i duljine vektora a⃗, tj. |λa⃗| = |λ| · |⃗a|.

� Smjer vektora λa⃗ jednak je smjeru vektora a⃗.

� Orijentacija vektora λa⃗ jednaka je orijentaciji vektora a⃗, ako je λ > 0,
a suprotna orijentaciji vektora a⃗, ako je λ < 0.

a⃗
0.5a⃗ −2a⃗

Napomena 3.2.1. λa⃗ = 0⃗ ako i samo ako je λ = 0 ili a⃗ = 0⃗.

Za mnoºenje vektora skalarom vrijedi:

� Kvaziasocijativnost
α(βa⃗) = (αβ)⃗a

� Posjedovanje jedinice
1 · a⃗ = a⃗

� Distributivnost u odnosu na zbrajanje skalara

(α + β)⃗a = αa⃗+ βa⃗

� Distributivnost u odnosu na zbrajanje vektora

α(⃗a+ b⃗) = αa⃗+ α⃗b
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Primjer 3.2.1. To£ka S je sjeci²te dijagonala paralelograma ABCD. Neka
je
−→
AB = a⃗ i

−−→
AD = b⃗. Izrazite vektore

−→
SC,
−→
SD preko vektora a⃗ i b⃗.

A B

CD

S

a⃗

b⃗

Rje²enje:

−→
SC =

1

2

−→
AC =

1

2

(−→
AB +

−−→
BC
)
=

1

2

(−→
AB +

−−→
AD
)
=

1

2

(
a⃗+ b⃗

)
=

1

2
a⃗+

1

2
b⃗

−→
SD = −1

2

−−→
DB = −1

2

(−−→
DA+

−→
AB
)
= −1

2

(
−b⃗+ a⃗

)
= −1

2
a⃗+

1

2
b⃗

Primjer 3.2.2. Neka su vektori
−→
AB = c⃗,

−−→
BC = a⃗,

−→
CA = b⃗ stranice trokuta

ABC.

(a) Pomo¢u vektora a⃗, b⃗, c⃗ izrazite teºi²nice trokuta
−−→
AD,

−−→
BE,

−→
CF .

(b) Pokaºite da i teºi²nice mogu biti stranice nekog trokuta.

(c) Pokaºite da je
−−→
ED = 1

2

−→
AB.

A B

C

DE

F

T

Rje²enje:

(a)
−−→
AD =

−→
AB +

−−→
BD =

−→
AB +

1

2

−−→
BC = c⃗+

1

2
a⃗

−−→
BE =

−−→
BC +

−−→
CE =

−−→
BC +

1

2

−→
CA = a⃗+

1

2
b⃗

−→
CF =

−→
CA+

−→
AF =

−→
CA+

1

2

−→
AB = b⃗+

1

2
c⃗
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(b) Za stranice trokuta vrijedi da je njihov zbroj jednak nuli⇒ a⃗+b⃗+c⃗ = 0.

Dakle, potrebno je pokazati da vrijedi
−−→
AD +

−−→
BE +

−→
CF = 0(

c⃗+
1

2
a⃗

)
+

(
a⃗+

1

2
b⃗

)
+

(⃗
b+

1

2
c⃗

)
=

3

2
(⃗a+ b⃗+ c⃗) = 0

(c)
−−→
ED =

−−→
EC +

−−→
CD = −1

2
b⃗− 1

2
a⃗ = −1

2
(⃗a+ b⃗) = −1

2
(−c⃗) = 1

2
c⃗ = 1

2

−→
AB

3.3 Kolinearni i komplanarni vektori. Linearna

zavisnost vektora

Kaºe se da su vektori kolinearni ako imaju isti smjer. Nul-vektor je stoga
kolinearan sa svakim vektorom. Tako�er, iz de�nicije mnoºenja vektora
skalarom (smjer vektora λa⃗ je isti kao i smjer vektora a⃗) slijedi da su i vektori
a⃗ i λa⃗ uvijek kolinearni. Prema tome ako za vektore a⃗ i b⃗ vrijedi b⃗ = λa⃗ onda
su ti vektori kolinearni.

Neka su a⃗ i b⃗ kolinearni vektori i a⃗ ̸= −→0 . Tada postoji i jednozna£no je
odre�en realan broj λ ∈ R sa svojstvom da je

b⃗ = λa⃗.

Vektor a⃗ =
[−→
AB
]
je paralelan s nekom ravninom ako je pravac AB par-

alelan s tom ravninom, odnosno ako i samo ako je pravac AB paralelan s
nekim pravcem u toj ravnini. Za vektore koji su paralelni s istom ravninom
kaºe se da su komplanarni vektori. Bilo koja dva vektora su uvijek kom-
planarni, tako da je o pojmu komplanarnosti zanimljivo promatrati skupove
od tri ili vi²e vektora. Kolinearni vektori su uvijek i komplanarni.

Neka su a⃗ i b⃗ vektori i α, β ∈ R realni brojevi. Ako je vektor

c⃗ = αa⃗+ βb⃗

tada su vektori a⃗, b⃗ i c⃗ komplanarni.

Napomena 3.3.1. Vrijedi i obrat: ako su a⃗ i b⃗ nekolinearni vektori, a c⃗ bilo
koji vektor komplanaran s njima, onda postoje i jednozna£no su odre�eni
skalari α, β ∈ R takvi da je

c⃗ = αa⃗+ βb⃗

Neka su a⃗,⃗b, c⃗ tri nekomplanarna vektora. Ako je d⃗ bilo koji vektor, onda
postoje i jednozna£no su odre�eni skalari α, β, γ ∈ R sa svojstvom da je

d⃗ = αa⃗+ βb⃗+ γc⃗
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Neka su a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n vektori i λ1, λ2, . . . , λn ∈ R skalari za koje vrijedi

a⃗ = λ1a⃗1 + . . .+ λna⃗n

Vektor a⃗ zove se linearna kombinacija vektora a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n s koe�cijen-
tima λ1, λ2, . . . , λn.
Za vektore a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n kaºe se da su linearno zavisni ako postoje skalari
λ1, λ2, . . . , λn takvi da je

λ1a⃗1 + . . .+ λna⃗n = 0

i bar je jedan od skalara λ1, λ2, . . . , λn razli£it od nule. Ako su svi skalari
λ1, λ2, . . . , λn jednaki nuli tada su vektori a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n linearno nezavisni.

3.4 Vektori u koordinatnom sustavu

U prethodnom poglavlju je prikazano da ako se izberu bilo koja tri nekom-
planarna vektora, svaki vektor u trodimenzionalnom prostoru moºe se na
jedinstven na£in prikazati kao linearna kombinacija ta tri vektora. Me�u-
tim, postoje tri vektora koja se naj£e²¢e koriste da bi vektore prikazivali kao
linearne kombinacije. To su vektori i⃗, j⃗ i k⃗. Vektor i⃗ je jedini£ni vektor u
smjeru osi x, j⃗ jedini£ni vektor u smjeru osi y, a k⃗ jedini£ni vektor u smjeru
osi z.

x

y

z

i⃗

j⃗

k⃗



3.4. VEKTORI U KOORDINATNOM SUSTAVU 83

Vektor kojem je po£etna to£ka ishodi²te O koordinatnog sustava, a zavr²na
to£ka A naziva se radij-vektor to£ke A i ozna£ava se s r⃗A. Za radij vektor
to£ke A s koordinatama (x, y, z) vrijedi:

r⃗A =
−→
OA = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗

Ako su po£etna i zavr²na to£ka vektora
−→
AB zadane svojim koordinatama

A = (x1, y1, z1) i B = (x2, y2, z2) onda je
−→
AB = r⃗B − r⃗A = (x2 − x1)⃗i+ (y2 − y1)⃗j + (z2 − z1)k⃗

Primjer 3.4.1. Po£etak vektora nalazi se u to£ki A(4,−3, 0), a kraj u
B(6,−2, 0). Prikaºite vektor

−→
AB kao linearnu kombinaciju vektora i⃗, j⃗ i k⃗.

Rje²enje:
−→
AB = (6− 4)⃗i+ (−2− (−3))⃗j + (0− 0)k⃗ = 2⃗i+ j⃗

Zapis vektora kao linearne kombinacije vektora i⃗, j⃗ i k⃗ olak²ava operacije
s vektorima. Ako su a⃗ = ax⃗i + ay j⃗ + azk⃗ i b⃗ = bx⃗i + by j⃗ + bzk⃗ vektori te λ i
µ skalari onda je:

a⃗± b⃗ = (ax ± bx)⃗i+ (ay ± by) j⃗ + (az ± bz) k⃗

λa⃗ = λax⃗i+ λay j⃗ + λazk⃗

λa⃗+ µ⃗b = (λax + µbx)⃗i+ (λay + µby )⃗j + (λaz + µby)k⃗

Dva vektora a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗ i b⃗ = bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗ su jednaka ako i samo

ako imaju jednake koordinate

ax = bx, ay = by, az = bz

Primjer 3.4.2. Odredite parametar t takav da je zbroj vektora
a⃗ = 2⃗i− t⃗j − 6k⃗ i b⃗ = −5⃗i− 2⃗j + 3k⃗ jednak vektoru c⃗ = −3⃗i+ 5⃗j − 3k⃗.
Rje²enje:
Zbroj vektora a⃗ i b⃗:

a⃗+ b⃗ = (2⃗i− t⃗j − 6k⃗) + (−5⃗i− 2⃗j + 3k⃗) = (2− 5)⃗i+ (−t− 2)⃗j + (−6 + 3)k⃗

Dobiveni zbroj vektora a⃗ i b⃗ jednak je vektoru c⃗

(2− 5)⃗i+ (−t− 2)⃗j + (−6 + 3)k⃗ = −3⃗i+ 5⃗j − 3k⃗

−3⃗i+ (−t− 2)⃗j − 3k⃗ = −3⃗i+ 5⃗j − 3k⃗

Iz jednakosti vektora dobije se parametar t

−3 = −3, (−t− 2) = 5,−3 = −3
−t = 5 + 2→ t = −7
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Duljina radij-vektora r⃗A = x⃗i+ yj⃗ + zk⃗ je

|⃗a| =
√

x2 + y2 + z2

Duljina vektora
−→
AB jednaka je duljini duºine AB stoga vrijedi

−→
AB = d(A,B) =

√
(x2 − x1)

2 + (y2 − y1)
2 + (z2 − z1)

2

Primjer 3.4.3. Odredite duljinu vektora
−→
AB = 2⃗i + j⃗ iz prethodnog prim-

jera.
|
−→
AB| =

√
22 + 12 + 02 =

√
5

Primjer 3.4.4. Odredite vektor a⃗ duljine 2 sa zadanim koordinatama

x = −1, z = 1

Rje²enje:
Iz formule duljine vektora vrijedi

|⃗a| =
√

x2 + y2 + z2

2 =
√

(−1)2 + y2 + 12⧹2

4 = 2 + y2

y = ±
√
2

a⃗1 = −⃗i+
√
2⃗j + k⃗

a⃗2 = −⃗i−
√
2⃗j + k⃗

Primjer 3.4.5. Odredite je li trokutABC jednakokra£an ili jednakostrani£an
ako je zadan radij-vektorima

−→rA = −⃗i+ j⃗ − 2k⃗
−→rB = 2⃗i+ j⃗ + k⃗
−→rC = −⃗i− 2⃗j + k⃗

Rje²enje:
Kako bi pokazali da je trokutABC jednakokra£an ili jednakostrani£an potrebno
je odrediti duljine stranica trokuta ABC.

−→
AC = −→rC −−→rA = −3⃗j + 3k⃗ ⇒

∣∣∣−→AC∣∣∣ =√(−3)2 + 32 =
√
18 = 3

√
2

−−→
CB = −→rB −−→rC = 3⃗i+ 3⃗j ⇒

∣∣∣−−→CB
∣∣∣ = √32 + 32 =

√
18 = 3

√
2

−→
AB = −→rB −−→rA = 3⃗i− 3k⃗ ⇒

∣∣∣−→AB∣∣∣ = √32 + 32 =
√
18 = 3

√
2

Trokut ABC je jednakostrani£an.
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Ako su α, β, γ kutevi koje vektor a⃗ = ax⃗i + ay j⃗ + azk⃗ zatvara s koordi-
natnim osima, tada su kosinusi smjera vektora dani formulom

cosα =
ax
|⃗a|

, cos β =
ay
|⃗a|

, cos γ =
az
|⃗a|

,

Tako�er vrijedi cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1

3.5 Skalarni produkt vektora

Skalarni produkt dvaju vektora a⃗ i b⃗ de�nira se kao skalar koji je jednak
produktu modula tih vektora s kosinusom kuta kojeg ti vektori zatvaraju:

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b| · cos∡(⃗a, b⃗)

Iz navedenog slijedi da je

cos∡(⃗a, b⃗) =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

Ako su vektori a⃗ i b⃗ prikazani kao linearna kombinacija vektora i⃗, j⃗ i k⃗,
a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗ i b⃗ = bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗ tada vrijedi:

a⃗ · b⃗ = axbx + ayby + azbz.

Dakle vrijedi:

cos∡(⃗a, b⃗) =
axbx + ayby + azbz√

a2x + a2y + a2z
√

b2x + b2y + b2z

Kolinearnost vektora se moºe provjeriti preko skalarnog produkta:

� Ako su pravci nositelji vektora a⃗ i b⃗ paralelni, tada je ∡(⃗a, b⃗) = 0 ili
∡(⃗a, b⃗) = π, pa je cos∡(⃗a, b⃗) = 1 ili cos∡(⃗a, b⃗) = −1. Tada vrijedi:

a⃗ · b⃗ = |⃗a| · |⃗b|

i tako�er vrijedi ako je:

−∡(⃗a, b⃗) = 0 vektori su iste orijentacije ili

−∡(⃗a, b⃗) = π vektori su suprotnih orijentacija.
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� Ako su pravci nositelji vektora a⃗ i b⃗ okomiti tada je

a⃗ · b⃗ = 0

jer je kut izme�u okomitih vektora ∡(⃗a, b⃗) = π
2
pa je cos∡(⃗a, b⃗) = 0.

Napomena 3.5.1. Vrijedi i obrat, ako je a⃗ · b⃗ = 0 onda su a⃗ i b⃗ okomiti
vektori.

Primjer 3.5.1. Neka su to£keA(4, 3, 0), B(3, 0, 2), C(8, 1,−1) vrhovi trokuta
ABC. Ispitajte kod kojeg vrha u trokutu je pravi kut.
Rje²enje:
Najprije je potrebno odrediti vektore

−→
AB,
−−→
BC,

−→
CA koji razapinju trokut

ABC:

−→
AB = (3− 4)⃗i+ (0− 3)⃗j + (2− 0)k⃗ = −⃗i− 3⃗j + 2k⃗
−−→
BC = (8− 3)⃗i+ (1− 0)⃗j + (−1− 2)k⃗ = 5⃗i+ j⃗ − 3k⃗

−→
CA = (4− 8)⃗i+ (3− 1)⃗j + (0− (−1))k⃗ = −4⃗i+ 2⃗j + k⃗

Iz de�nicije skalarnog produkta vektora vrijedi da je skalarni produkt okomi-
tih vektora jednak 0. Stoga je potrebno izra£unati skalarne produkte vektora:

−→
AB ·

−−→
BC = −5− 3− 6 = −14

−−→
BC ·

−→
CA = −20 + 2− 3 = −21
−→
CA ·

−→
AB = 4− 6 + 2 = 0

Pravi kut zatvaraju vektori
−→
CA i

−→
AB, odnosno pravi kut je kod vrha A.

Za skalarni produkt vektora vrijede sljede¢a svojstva:

� Komutativnost
a⃗ · b⃗ = b⃗ · a⃗

� Kvaziasocijativnost

(λa⃗) · b⃗ = a⃗ · (λ⃗b) = λ(⃗a · b⃗)

� Distributivnost prema zbrajanju

a⃗ · (⃗b+ c⃗) = a⃗ · b⃗+ a⃗ · c⃗
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� Distributivnost prema mnoºenju

(⃗a+ b⃗) · c⃗ = a⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗

� Pozitivna de�nitnost

a⃗ · a⃗ = |⃗a|2 ≥ 0; a⃗2 = 0 ako i samo ako je a⃗ = 0.

Primjer 3.5.2. Odredite parametar t takav da vektori

a⃗ = t⃗i+ 5⃗j + 2k⃗

b⃗ = t⃗i+ t⃗j + 2k⃗

budu me�usobno okomiti.
Rje²enje:

a⃗ ⊥ b⃗⇔ a⃗ · b⃗ = 0

t · t+ 5 · t+ 2 · 2 = 0

t2 + 5t+ 4 = 0

t(t+ 4) + (t+ 4) = 0

(t+ 4)(t+ 1) = 0

t1 = −4, t2 = −1

Primjer 3.5.3. Odredite kut izme�u dijagonala paralelograma koji je raza-
pet vektorima

a⃗ = i⃗+ 2⃗j i b⃗ = −j⃗ + 2k⃗.

Rje²enje:
Treba odrediti kut izme�u vektora e⃗ = a⃗+ b⃗ i vektora f⃗ = a⃗− b⃗

e⃗ =
(⃗
i+ 2⃗j

)
+ (−j⃗ + 2k⃗) = i⃗+ j⃗ + 2k⃗

f⃗ =
(⃗
i+ 2⃗j

)
− (−j⃗ + 2k⃗) = i⃗+ 3⃗j − 2k⃗

cosϕ =
e⃗ · f⃗
|e⃗| · |f⃗ |

=
(⃗i+ j⃗ + 2k⃗) · (⃗i+ 3⃗j − 2k⃗))√

(12 + 12 + 22) · (12 + 32 + (−2)2)
=

1 + 3− 4√
6 · 14

= 0

cosϕ = 0⇒ ϕ = 90⇒ dijagonale su okomite
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Primjer 3.5.4. Zadan je vektor

a⃗ = 3⃗i+ 6⃗j

Odredite vektor b⃗ u ravnini takav da je b⃗ ⊥ a⃗ i |⃗b| =
√
5.

Rje²enje: Vektor b⃗ dan sa svojim koordinatama

b⃗ = bx⃗i+ by j⃗

Za okomite vektore vrijedi da je njihov skalarni produkt jednak 0

a⃗ ⊥ b⃗⇒ a⃗ · b⃗ = 0

(3⃗i+ 6⃗j) · (bx⃗i+ by j⃗) = 0

3bx + 6by = 0

Prema formuli duljine vektora

|⃗b| =
√
5⇒

√
b2x + b2y =

√
5

Dobiveni sustav jednadºbi glasi

3bx + 6by = 0

b2x + b2y = 5

£ija rje²enja su
bx = ±2, by = ∓1

a traºeni vektor
−→
b 1 = 2⃗i− j⃗,

−→
b 2 = −2⃗i+ j⃗

3.6 Vektorski produkt vektora

Vektorski produkt vektora a⃗ i b⃗ je vektor c⃗

c⃗ = a⃗× b⃗

za kojeg vrijedi:

� Ako su vektori a⃗ i b⃗ kolinearni onda je c⃗ = 0⃗.
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� Ako a⃗ i b⃗ nisu kolinearni vektori onda je vektor c⃗ vektor odre�en:

Duljina vektora c⃗ je jednaka

|⃗c| = |⃗a||⃗b| sin∡(⃗a, b⃗)

Smjer vektora c⃗ je pravac okomit na ravninu razapetu vektorima a⃗
i b⃗.

Orijentacija vektora c⃗ je takva da vektori a⃗, b⃗ i c⃗ £ine desni sustav.

a⃗

b⃗

a⃗× b⃗

Pri odre�ivanju orjentacije vektorskog produkta moºemo se posluºiti prav-
ilom desne ruke:
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Za vektorsko mnoºenje vektora vrijedi:

� Antikomutativnost
a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗

� Distributivnost prema zbrajanju

a⃗×
(⃗
b+ c⃗

)
= a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗

� Distributivnost prema mnoºenju(
a⃗+ b⃗

)
× c⃗ = a⃗× c⃗+ b⃗× c⃗

� Kvaziasocijativnost

λ
(
a⃗× b⃗

)
= (λa⃗)× b⃗ = −→a ×

(
λ⃗b
)

Za svaki vektor a⃗ vrijedi
a⃗× a⃗ =

−→
0

Povr²ina paralelograma razapetog vektorima a⃗ i b⃗ je jednaka duljini njihovog
vektorskog produkta, tj. vrijedi:

P =
∣∣∣⃗a× b⃗

∣∣∣ = |⃗a||⃗b| sin∡(⃗a, b⃗)
Povr²ina trokuta razapetog vektorima a⃗ i b⃗ jednaka je polovini povr²ine par-
alelograma razapetog tim vektorima.

Ako su a⃗ i b⃗ prikazani kao linearna kombinacija vektora i⃗, j⃗ i k⃗,
a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗ i b⃗ = bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗ tada vrijedi:

c⃗ = a⃗×b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗
ax ay
bx by

= (aybz−azby )⃗i+(azbx−axbz )⃗j+(aybx−axby)k⃗

Primjer 3.6.1. Odredite povr²inu trokuta ABC koji ima vrhove:

A(4, 4, 2)

B(2, 4, 2)

C(3, 3, 6)
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Rje²enje:
Povr²ina trokuta dana je formulom

P =
1

2
|⃗a× b⃗|

Vektori a⃗ i b⃗ su:

a⃗ =
−→
AB = (2− 4)⃗i+ (4− 4)⃗j + (2− 2)k⃗ = −2⃗i

b⃗ =
−→
AC = (3− 4)⃗i+ (3− 4)⃗j + (6− 2)k⃗ = −⃗i− j⃗ + 4k⃗

Uvr²tavanjem u gornju formulu, povr²ina trokuta iznosi

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
−2 0 0
−1 −1 4

∣∣∣∣∣∣ = 8⃗j + 2k⃗

∣∣∣⃗a× b⃗
∣∣∣ = √82 + 22 =

√
68 =⇒ P = 1

2

√
68 ≈ 4.123

Primjer 3.6.2. Izra£unajte povr²inu paralelograma odre�nog vektorima

m⃗ = 2⃗b− a⃗ i n⃗ = 3a⃗+ 2⃗b

ako je |⃗a| = 4, |⃗b| = 5 i ∢(⃗a, b⃗) = π
4
.

Rje²enje:
Povr²ina paralelograma dana je formulom

P = |m⃗× n⃗|

Vektorski umnoºak vektora m⃗ i n⃗

m⃗× n⃗ = (2⃗b− a⃗)× (3a⃗+ 2⃗b)

m⃗× n⃗ = 2⃗b× 3a⃗+ 2⃗b× 2⃗b− a⃗× 3a⃗− a⃗× 2⃗b

m⃗× n⃗ = −6(⃗a× b⃗)− 2(⃗a× b⃗)

m⃗× n⃗ = −8(⃗a× b⃗)

Uvr²atavanjem u gornju formulu, povr²ina paralelograma iznosi

P = |m⃗× n⃗| = | − 8(⃗a× b⃗)| = | − 8| · |⃗a× b⃗|

P = 8|⃗a| · |⃗b| sin∢(⃗a, b⃗) = 8 · 4 · 5 sin π

4
= 160 ·

√
2

2
= 80

√
2
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Primjer 3.6.3. Kolika je duljina visine spu²tene iz vrha C trokuta ABC
ako su dani vrhovi A(2, 1, 0), B(3, 1, 1), C(−1, 0, 1).
Rje²enje:
Visina trokuta moºe se dobiti iz formule za povr²inu trokuta

P =
a · va
2

=⇒ va =
2P

a
=
|⃗a× b⃗|
|⃗a|

Koordinate vektora a⃗ i b⃗

a⃗ =
−→
AB = {3− 2, 1− 1, 1− 0} = {1, 0, 1} = i⃗+ k⃗

b⃗ =
−→
AC = {−1− 2, 0− 1, 1− 0} = {−3,−1, 1} = −3⃗i− j⃗ + k⃗

Vektorski produkt vektora a⃗ i b⃗

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 0 1
−3 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = i⃗− 4⃗j − k⃗

Duljina vektorskog produkta∣∣∣−→a ×−→b ∣∣∣ =√12 + (−4)2 + (−1)2 =
√
18

Duljina vektora a⃗
|⃗a| =

√
12 + 121 =

√
2

Uvr²atavanjem u gornju formulu, duljina visine iznosi

va =
2
√
18√
2

= 6

Primjer 3.6.4. Izra£unajte povr²inu trokuta ²to ga razapinju vektori

x⃗ = b⃗− a⃗ i y⃗ = 2a⃗+ b⃗− c⃗

ako su a⃗ = 2⃗i− j⃗ + k⃗, b⃗ = i⃗+ j⃗ + 3k⃗, c⃗ = 4⃗i− 2⃗j + k⃗.
Rje²enje:
Povr²ina trokuta dana je formulom

P =
1

2
|x⃗× y⃗|

Vektori x⃗ i y⃗ su:

x⃗ = b⃗− a⃗ = (⃗i+ j⃗ + 3k⃗)− (2⃗i− j⃗ + k⃗) = −⃗i+ 2⃗j + 2k⃗

y⃗ = 2a⃗+ b⃗− c⃗ = 2(2⃗i− j⃗ + k⃗) + (⃗i+ j⃗ + 3k⃗)− (4⃗i− 2⃗j + k⃗) = i⃗+ j⃗ + 4k⃗
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Uvr²atavanjem u gornju formulu, povr²ina trokuta iznosi

x⃗× y⃗ =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

−1 2 2
1 1 4

∣∣∣∣∣∣ = 6⃗i+ 6⃗j − 3k⃗

|x⃗× y⃗| =
√
62 + 62 + (−3)2 = 9 =⇒ P =

1

2
|x⃗× y⃗| = 9

2

3.7 Mje²oviti produkt vektora

Pod mje²ovitim produktom triju vektora a⃗, b⃗ i c⃗ podrazumijeva se umnoºak
vektorskog produkta a⃗× b⃗ koji se skalarno mnoºi s vektorom c⃗

(⃗a× b⃗) · c⃗

Rezultat mje²ovitog produkta vektora je skalar. Mje²oviti produkt triju vek-
tora a⃗, b⃗ i c⃗ do na predznak jednak je volumenu paralelepipeda razapetog
vektorima a⃗, b⃗ i c⃗.

A

B

C

D

E

F

G

H

Dakle vrijedi:
V = |⃗a||⃗b| |⃗c| sin∡(⃗a, b⃗) cos∡(⃗a× b⃗, c⃗),

gdje je V volumen paralelepipeda razapetog vektorima a⃗, b⃗ i c⃗.

Napomena 3.7.1. Vektori a⃗, b⃗ i c⃗ su komplanarni ako i samo ako je

(⃗a× b⃗) · c⃗ = 0.
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Ako su vektori a⃗, b⃗ i c⃗ prikazani kao linearna kombinacija vektora i⃗, j⃗ i k⃗,
a⃗ = ax⃗i+ ay j⃗ + azk⃗, b⃗ = bx⃗i+ by j⃗ + bzk⃗ i c⃗ = cx⃗i+ cy j⃗ + czk⃗ tada vrijedi:

(⃗a× b⃗) · c⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣
Dakle, volumen paralelepipeda razapetog vektorima a⃗, b⃗ i c⃗ je

V =
∣∣∣(⃗a× b⃗) · c⃗

∣∣∣ .
Volumen tetraedra razapetog vektorima a⃗, b⃗ i c⃗ je

V =
1

6

∣∣∣(⃗a× b⃗) · c⃗
∣∣∣ .

A

B

D

E

Primjer 3.7.1. Izra£unajte volumen tetraedra s vrhovima

A(1, 2, 1), B(2, 0, 3), C(1, 3,−1), D(2,−1, 3)

Rje²enje:
Volumen tetraedra dan je formulom

V =
1

6

∣∣∣(⃗a× b⃗) · c⃗
∣∣∣ .

Koordinate vektora a⃗, b⃗ i c⃗

a⃗ =
−→
AB = {2− 1, 0− 2, 3− 1} = {1,−2, 2} = i⃗− 2⃗j + 2k⃗

b⃗ =
−→
AC = {1− 1, 3− 2,−1− 1} = {0, 1,−2} = j⃗ − 2k⃗

c⃗ =
−−→
AD = {−1− 2, 0− 1, 1− 0} = {−3,−1, 1} = −3⃗i− j⃗ + k⃗

(⃗a× b⃗) · c⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −2 2
0 1 −2
−3 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = −7
V =

1

6
|−7| = 7

6
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Primjer 3.7.2. Dokaºite da su dani vektori komplanarni:

a⃗ = −3⃗i+ 2k⃗

b⃗ = 2⃗i+ j⃗ − 4k⃗

c⃗ = 11⃗i− 2⃗j − 2k⃗

Rje²enje:
Vektori a⃗, b⃗ i c⃗ su komplanarni ako i samo ako je (⃗a× b⃗) · c⃗ = 0.

(⃗a× b⃗) · c⃗ =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
−3 0 2
2 1 −4
11 −2 −2

∣∣∣∣∣∣ = 0

Zadatak 3.7.1. Neka su dane to£keA(2, 2, 0),B(4, 4, 0),C(0, 3,−2) iD(0, 2, 2).

(a) Prikaºite vektore a⃗ =
−→
AB i b⃗ =

−−→
CD kao linearne kombinacije vektora

i⃗, j⃗ i k⃗.

(b) Izra£unajte 3a⃗− 2⃗b.

(c) Izra£unajte |⃗a| i |⃗b|.

(d) Kolike kuteve vektor a⃗ zatvara s koordinatnim osima?

(e) Izra£unajte a⃗ · b⃗. Jesu li vektori a⃗ i b⃗ me�usobno okomiti?

(f) Izra£unajte povr²inu trokuta razapetog vektorima a⃗ i b⃗.

(g) Koliki kut zatvaraju vektori a⃗ i b⃗?

(h) Izra£unajte volumen paralelepipeda kojeg razapinju vektori a⃗ , b⃗ i a⃗× b⃗.

Rje²enje:

(a)

a⃗ = 2⃗i+ 2⃗j + 0k⃗

b⃗ = 0⃗i− j⃗ + 4k⃗ = −j⃗ + 4k⃗

(b) 3a⃗− 2⃗b = 3(2⃗i+ 2⃗j)− 2(−j⃗ + 4k⃗) = 6⃗i+ 8⃗j − 8k⃗
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(c)

|⃗a| =
√

a2x + a2y + a2z =
√
22 + 22 + 02 = 2

√
2

|⃗b| =
√
b2x + b2y + b2z =

√
02 + (−1)2 + 42 =

√
17

(d)

cosα =
ax
|⃗a|

=
2

2
√
2
=

√
2

2
⇒ α =

π

4

cos β =
ay
|⃗a|

=
2

2
√
2
=

√
2

2
⇒ β =

π

4

cos γ =
az
|⃗a|

=
0

2
√
2
= 0⇒ y =

π

2

(e) a⃗ · b⃗ = axbx + ayby + azbz = 2 · 0+ 2 · (−1)+ 0 · 4 = −2 ̸= 0⇒ a⃗ i b⃗ nisu
okomiti.

(f) P = 1
2

∣∣∣⃗a× b⃗
∣∣∣

a⃗× b⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
2 2 0
0 −1 4

∣∣∣∣∣∣ = 8i− 8j − 2k

P = 1
2

∣∣∣⃗a× b⃗
∣∣∣ = 1

2

√
82 + (−8)2 + (−2)2 =

√
33

(g) cos∡(⃗a, b⃗) = axbx+ayby+azbz√
a2x+a2y+a2z

√
b2x+b2y+b2z

= −2
2
√
2·
√
17

= −
√
34
34
⇒ ∡(⃗a, b⃗) ≈

1.74(99.87◦)

(h) (⃗a× b⃗) · (−→a × b⃗) =

∣∣∣∣∣∣
2 2 0
0 −1 4
8 −8 −2

∣∣∣∣∣∣ = 132

Zadatak 3.7.2. Neka su dane to£ke A(2, 0, 6), B(6,−2, 5), C(−6,−3, 0) i
D(−3, 0, 6).

(a) Kolika je povr²ina paralelograma razapetog vektorima
−→
AB i

−−→
CD.

(b) Jesu li vektori
−→
AB i

−−→
CD me�usobno okomiti?
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Rjesenje:−→
AB = 4⃗i− 2⃗j − k⃗−−→
CD = 3⃗i+ 3⃗j + 6k⃗

(a) P =
∣∣∣−→AB ×−−→CD

∣∣∣
−→
AB ×

−−→
CD =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
4 −2 −1
3 3 6

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗
4 −2
3 3

= −9⃗i− 27⃗j + 18k⃗

P =
√
(−9)2 + (−27)2 + 182 = 9

√
14 = 33.67

(b)
−→
AB ·

−−→
CD = 12− 6− 6 = 0

Vektori su okomiti.

3.8 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 3.8.1. Na�ite vektor
−→
AB ako je

a) A(1, 2, 3), B(5,−3, 4)

b) A(−2, 4, 5), B(3, 4,−2)

Rje²enje:

a)
−→
AB = 4⃗i− 5⃗j + k⃗

b)
−→
AB = 5⃗i− 7⃗j

Zadatak 3.8.2. Za dane vektore a⃗ = 3⃗i+ 3⃗j − k⃗ i b⃗ = i⃗− j⃗ − k⃗

a) izra£unajte duljine vektora |⃗a| i |⃗b|

b) odredite kosinuse smjera vektora a⃗ i b⃗

c) odredite slijede¢e vektore

2a⃗+ b⃗

2a⃗− 2⃗b

Rje²enje:

a) |⃗a| =
√
19, |⃗b| =

√
3
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b) cosα1 =
3
√
19

19
, cosα2 =

3
√
19

19
cosα3 =

−
√
19

19

cos β1 =
√
3
3
, cos β2 =

−
√
3

3
cos β3 =

−
√
3

3

c) 2a⃗+ b⃗ = 7⃗i+ 5⃗j − 3k⃗

2a⃗− 2⃗b = 4⃗i+ 8⃗j

Zadatak 3.8.3. Odredite duljinu i kosinus smjera vektora a⃗ = 10+20⃗j+40k⃗.
Rje²enje:
|⃗a| = 10

√
21

cosα1 =
√
21
21

, cosα2 =
2
√
21

21
cosα3 =

4
√
21

21

Zadatak 3.8.4. Zadani su vektori a⃗ = 2⃗i+3⃗j i b⃗ = i⃗− j⃗. Vektor c⃗ = 4⃗i+2⃗j
rastavite u smjeru vektora a⃗ i b⃗.
Rje²enje:
c⃗ = 6

5
a⃗+ 8

5
b⃗

Zadatak 3.8.5. Za koje vrijednosti α i β su vektori a⃗ = 4⃗i − 3⃗j + βk⃗ i
b⃗ = α⃗i− 4⃗j + 3k⃗ kolinearni.
Rje²enje:
α = 16

3
, β = 9

4

Zadatak 3.8.6. Odredite skalarni produkt vektora a⃗ = 2⃗i + 3⃗j − 4k⃗ i b⃗ =
3⃗i− 4⃗j + k⃗.
Rje²enje:
a⃗ · b⃗ = −7

Zadatak 3.8.7. Odredite kut izme�u vektora a⃗ = i⃗+j⃗+4k⃗ i b⃗ = −⃗i+2⃗j+2k⃗.
Rje²enje:
cosα =

√
2
2

=⇒ α = 45◦

Zadatak 3.8.8. Za koju vrijednost λ su vektori a⃗ = 3⃗i− 3⃗j+4k⃗ i b⃗ = λ⃗i+ j⃗
me�usobno okomiti.
Rje²enje:
λ = 1

Zadatak 3.8.9. Odredite parametar t takav da vektori a⃗ = t⃗i + j⃗ + 2k⃗ i
b⃗ = t⃗i− 5t⃗j + 3k⃗ budu me�usobno okomiti.
Rje²enje:
t1 = 3, t2 = 2

Zadatak 3.8.10. Zadani su vektori a⃗ = 3⃗i − 6⃗j − k⃗ i b⃗ = i⃗ + 4⃗j − 5k⃗.
Izra£unajte:
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a) a⃗× b⃗

b) (3a⃗− b⃗)× b⃗

Rje²enje:

a) a⃗× b⃗ = 34⃗i+ 14⃗j + 18k⃗

b) (3a⃗− b⃗)× b⃗ = 102⃗i+ 42⃗j + 54k⃗

Zadatak 3.8.11. Odredite povr²inu trokutaABC s vrhovimaA(3, 2,−3), B(5, 1,−1)
i C(1,−1, 1).
Rje²enje:
P = 1

2

√
260

Zadatak 3.8.12. Izra£unajte povr²inu trokutaABC s vrhovimaA(0, 1, 0), B(2, 2, 2)
i C(4, 0, 3).
Rje²enje:
P = 1

2

√
65

Zadatak 3.8.13. Izra£unajte povr²inu paralelograma ABCD s vrhovima
A(2, 1, 0), B(3, 1, 1) i C(−1, 0, 1).
Rje²enje:
P =

√
18

Zadatak 3.8.14. Dokaºite da su vektori a⃗ = 2⃗i − j⃗ + 2k⃗, b⃗ = i⃗ + 2⃗j − 3k⃗ i
c⃗ = 23− 4⃗j + 7k⃗ komplanarni.
Rje²enje:
(⃗a× b⃗) · c⃗ = 0

Zadatak 3.8.15. Dokaºite da su vektori a⃗ = −3⃗i + 2k⃗, b⃗ = 2⃗i + j⃗ − 4k⃗ i
c⃗ = 11⃗i− 2⃗j − 2k⃗ komplanarni.
Rje²enje:
(⃗a× b⃗) · c⃗ = 0

Zadatak 3.8.16. Izra£unajte volumen tetraedra £iji su vrhovi A(1, 1, 2),
B(2, 3,−1), C(2,−2, 4) i D(−1, 1, 3).
Rje²enje:
V = 5

6

Zadatak 3.8.17. Izra£unajte volumen tetraedra £iji su vrhovi A(1, 2, 1),
B(2, 0, 3), C(1, 3,−1) i D(2,−1, 3).
Rje²enje:
V = 1

3
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Poglavlje 4

Funkcije

4.1 Pojam funkcije

Pojam funkcije spada me�u osnovne matemati£ke pojmove i predstavlja prav-
ilo pridruºivanja elemenata jednog skupa elementima drugog skupa. Pravilo
koje svakom hrvatskom drºavljaninu pridruºuje njegov OIB je primjer jedne
funkcije. Primijetimo da svaki hrvatski drºavljanin ima svoj OIB, tj. ne
postoji hrvatski drºavljanin za kojeg OIB nije de�niran. Tako�er, taj OIB
je jedinstveno de�niran, tj. ne moºe se dogoditi da jedna osoba ima dva
razli£ita OIB-a. Upravo ova dva svojstva su bitna pri de�niranju funkcije.

4.1.1 De�nicija funkcije

Neka su X i Y neprazni skupovi i f pravilo koje svakom elementu x iz skupa
X pridruºuje to£no jedan element y iz skupa Y . Ure�ena trojka (X, Y, f)
naziva se funkcija i ozna£ava

f : X → Y

U govoru se £esto poistovje¢uje funkcija s pravilom pridruºivanja f . Skup X
naziva se domena ili podru£je de�nicije funkcije i ozna£avam s D(f), a
skup Y kodomena funkcije. S f(x) ozna£ava se element skupa Y u kojeg se
po pravilu f preslikao x iz X. f(x) jo² se zove i slika elementa (zavisna
varijabla ili vrijednost funkcije) x iz X po funkciji f , a element x ∈ X
zove se nezavisna varijabla ili argument funkcije.

101
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X Y
fx1

x2 x3

y1

y2

y3

Skup {f(x) ∈ Y |x ∈ X} naziva se slika funkcije f i ozna£ava se f(X).
Slika funkcije je op¢enito razli£ita od kodomene funkcije jer moºe postojati
element u kodomeni u kojeg se nije preslikao niti jedan element iz domene.

Funkcije se naj£e²¢e ozna£avaju malim slovima, npr. f, g, h, . . .
Funkcije £ije su domena i kodomena podskupovi skupa realnih brojeva

nazivaju se realne funkcije realne varijable. Ukoliko je realna funkcija realne
varijable f zadana analiti£ki, smatra se da je njena domena onaj podskup
skupa R za koji analiti£ki izraz ima smisla, tj. njena domena je skup svih
x ∈ R za koje je f(x) realan broj.

4.1.2 Jednakost funkcija, restrikcija funkcije, nulto£ke

funkcije

Dvije funkcije f : X → Y i g : X ′ → Y ′ jednake ako su ispunjena ova tri
uvjeta:

� X = X ′, odnosno f i g imaju istu domenu

� Y = Y ′, odnosno f i g imaju istu kodomenu

� f(x) = g(x) za svaki x ∈ X

Ukoliko jedan od ovih uvjeta nije ispunjen f i g nisu jednake funkcije.

Primjer 4.1.1. Promotrimo funkciju f : R → R, de�niranu s f(x) = x, za
svaki x ∈ R i funkciju g : [0,+∞⟩ → R, de�niranu s g(x) = (

√
x)

2, za svaki
x ∈ [0,+∞⟩. Iako za svaki pozitivan realan broj x ∈ [0,+∞⟩ vrijedi da je
g(x) = (

√
x)

2
= x = f(x), funkcije f i g nisu jednake jer je D(f) ̸= D(g).

Me�utim, ako bismo promatrali funkciju f samo na skupu [0,+∞⟩ onda bi
na tom skupu f i g bile jednake. Ta ideja nas dovodi do de�nicije restrikcije
funkcije.
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Neka je f : X → Y funkcija i neka je Z ⊆ X podskup skupa X. Re-

strikcija funkcije f na skupu Z, u oznaci f
∣∣
Z
: Z → Y , je funkcija za koju

vrijedi f
∣∣
Z
(z) = f(z) za svaki z ∈ Z.

Zadatak 4.1.1. Neka su dane funkcije f i g, f(x) = x + 1 i g(x) = x2−1
x−1

.
Jesu li f i g jednake funkcije? Postoji li skup X ⊂ R takav da je f

∣∣
X
= g?

Rje²enje:
Iz formule razlike kvadrata a2− b2 = (a− b)(a+ b) slijedi x2− 1 = x2− 12 =
(x− 1)(x+ 1).
Dakle, za svaki x ̸= 1 vrijedi g(x) = x2−1

x−1
= ���(x−1)(x+1)

��x−1
= x + 1 = f(x).

Odnosno, za X = R \ {1} = ⟨−∞, 1⟩ ∪ ⟨1,+∞⟩ vrijedi f
∣∣
X
= g.

Funkcije f i g nisu jednake jer za x = 1 je f(1) = 1 + 1 = 2, dok funkcija g
nije de�nirana u to£ki 1.

Neka je dana funkcija f : X → Y , gdje je Y ⊆ R. To£ke x ∈ X za koje
vrijedi f(x) = 0 zovu se nulto£ke funkcije f .

Zadatak 4.1.2. Neka je f(x) = x2 − 4. Odredite:

(a) f(0), f(3), f(−3)

(b) f(1) + f(−1)

(c) Nulto£ke funkcije f .

Rje²enje:

(a) f(0) = 02 − 4 = −4, f(3) = 32 − 4 = 5, f(−3) = (−3)2 − 4 = 5

(b) f(1) + f(−1) = (12 − 4) + ((−1)2 − 4) = −3− 3 = −6

(c) Traºi se x za koje je x2 − 4 = 0.
x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2) = 0⇒ x1 = 2, x2 = −2.

Zadatak 4.1.3. Neka je f(x) = x+5
x−5

. Odredite:

(a) f(0), f(3), f(−3)

(b) f(1) + f(−1)

(c) Nulto£ke funkcije f .

Rje²enje:

(a) f(0) = 0+5
0−5

= 5
−5

= −1, f(3) = 3+5
3−5

= 8
−2

= −4, f(−3) = −3+5
−3−5

= −1
4

(b) f(1) + f(−1) = 1+5
1−5

+ −1+5
−1−5

= 6
4
+ 4

−6
= 9−4

6
= 5

6

(c) Traºi se x za koje je x+5
x−5

= 0. Mnoºe¢i obe strane jednadºbe s (x− 5)
dobije se:
x+5
x−5

= 0⇒ x+ 5 = 0⇒ x = −5.
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4.1.3 Surjekcija, injekcija i bijekcija

Kod de�niranja funkcije dopu²ta se da razli£iti elementi iz domene preslikaju
u isti element kodomene funkcije. Tako�er, dopu²ta se da slika funkcije bude
pravi podskup kodomene funkcije, odnosno da postoji element iz kodomene
u koji se nijedan element domene nije preslikao. U ovom poglavlju de�niraju
se funkcije za koje prethodne tvrdnje nisu dopu²tene.

Neka je f : X → Y funkcija. Funkcija f je injekcija (ili injektivna
funkcija) ako vrijedi da za svaki x1, x2 ∈ X:

ako je f(x1) = f(x2) onda je x1 = x2.

Odnosno, svaka dva razli£ita elementa iz X se nuºno preslikavaju u razli£ite
elemente iz Y .

X Y

f
x1

x2

x3

y1

y2
y3

y4

Primjer injektivne funkcije

X Y

f
x1

x2

x3

y1

y2
y3

y4

Primjer funkcije koja nije injekcija

Zadatak 4.1.4. Jesu li sljede¢e funkcije injekcije?
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(a) f(x) = x2

(b) g(x) = x+1
x−1

(c) h(x) = x+ 5

Rje²enje: Kako bi se pokazalo da funkcija nije injekcija dovoljno je pron-
a¢i jedan par razli£itih to£aka domene koje funkcija preslika u isti element
kodomene. Ako se ºeli pokazati da je funkcija injekcija mora se dokazati da
za svake dvije to£ke iz domene, ako su njihove slike jednake, onda su nuºno
i po£etne to£ke jednake.

(a) Kvadratna funkcija f(x) = x2 brojeve suprotnog predznaka x i −x
preslikava u isti broj x2. Dakle funkcija f(x) = x2 nije injekcija jer je,
naprimjer, f(1) = 12 = 1 = (−1)2 = f(−1).

(b) Neka su x1, x2 ∈ R \ {1} proizvoljni elementi domene funkcije g. Neka
vrijedi g(x1) = g(x2). Iz toga slijedi:

g(x1) = g(x2)

x1 + 1

x1 − 1
=

x2 + 1

x2 − 1

(x1 + 1)(x2 − 1) = (x2 + 1)(x1 − 1)

x1x2 + x2 − x1 − 1 = x1x2 − x2 + x1 − 1

x2 − x1 = −x2 + x1

2x2 = 2x1

x2 = x1

Dakle, funkcija g je injekcija.

(c) Neka su x1, x2 ∈ R proizvoljni elementi domene funkcije h. Neka vrijedi
h(x1) = h(x2). Iz toga slijedi:

h(x1) = h(x2)

x1 + 5 = x2 + 5

x1 = x2

Dakle, funkcija h je injekcija.

Neka je f : X → Y funkcija. Funkcija f surjekcija (ili surjektivna
funkcija) ako za svaki y ∈ Y :

postoji x ∈ X takav da je f(x) = y.
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Odnosno, svaki element iz kodomene ima element u domeni koji se u njega
preslikao. Kod surjektivnih funkcija slika funkcije i njena kodomena su isti
skup.

X Y

f
x1

x4

x2

x3

y1

y2
y3

Primjer surjektivne funkcije

X Y

f
x1

x4

x2

x3

y1

y2
y3

Primjer funkcije koja nije surjekcija

Napomena 4.1.1. Ako funkcija f : X → Y nije surjekija lako se de�nira
funkcija f ′ : X → f(X) s f ′(x) = f(x) za svaki x ∈ X koja jest surjekcija, a
ima isto pravilo pridruºivanja kao i po£etna funkcija f .

Funkcija koja je i injekcija i surjekcija zove se bijekcija (ili bijektivna
funkcija).
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X Y

f
x1

x2

x3

y1

y2
y3

Primjer bijekcije

4.1.4 Operacije s funkcijama

Neka su f : X → R i g : X → R realne funkcije, te neka je r realan broj.
Tada se de�niraju nove funkcije f ± g, f · g, f

g
, r · f na skupu X:

� f ± g : X → R, (f ± g)(x) = f(x)± g(x)

� f · g : X → R, (f · g)(x) = f(x) · g(x)

�
f
g
: X \ {x ∈ X|g(x) = 0} → R, (f

g
)(x) = f(x)

g(x)

� r · f : X → R, (r · f)(x) = r · f(x)

4.2 Svojstva funkcije

4.2.1 Monotonost funkcije

Kaºe se da je funkcija f : X → R, X ⊆ R rastu¢a na skupu I ⊆ X ako za
svaki x1, x2 ∈ I vrijedi

x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2).

Kaºe se da je funkcija f strogo rastu¢a na skupu I ako za svaki x1, x2 ∈ I
vrijedi

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).
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−3 −2 −1 1 2 3

−2

2

4

Primjer (strogo) rastu¢e funkcije

Kaºe se da je funkcija f padaju¢a na skupu I ako za svaki x1, x2 ∈ I
vrijedi

x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2).

Kaºe se da je funkcija f strogo padaju¢a na skupu I ako za svaki x1, x2 ∈ I
vrijedi

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).

−2 −1 1 2

−5

5

Primjer (strogo) padaju¢e funkcije

Ako je funkcija f rastu¢a na cijeloj svojoj domeni, onda je f rastu¢a

funkcija. Ako je funkcija f padaju¢a na cijeloj svojoj domeni, onda je f
padaju¢a funkcija.
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Primjer 4.2.1. Funkcija f(x) = x2 je padaju¢a na skupu ⟨−∞, 0] i rastu¢a
na skupu [0,+∞⟩

−1.5 −1 −0.5 0.5 1 1.5

−1

1

2

4.2.2 Ekstremi funkcije

Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ R ima lokalni maksimum u to£ki x0 ∈ X
ako postoji interval ⟨a, b⟩ takav da je x0 ∈ ⟨a, b⟩ i da vrijedi:

f(x0) ≥ f(x), za svaki x ∈ ⟨a, b⟩.

Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ R ima lokalni minimum u to£ki x0 ∈ X ako
postoji interval ⟨a, b⟩ takav da je x0 ∈ ⟨a, b⟩ i da vrijedi:

f(x0) ≤ f(x), za svaki x ∈ ⟨a, b⟩.

To£ke lokalnog maksimuma i lokalnog minimuma zajedno se nazivaju lokalni
ekstremi.
Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ R ima globalni maksimum u to£ki x0 ∈ X
ako za svaki x ∈ X vrijedi:

f(x0) ≥ f(x).

Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ R ima globalni minimum u to£ki x0 ∈ X
ako za svaki x ∈ X vrijedi:

f(x0) ≤ f(x).

To£ke globalnog maksimuma i globalnog minimuma zajedno se nazivaju
globalni ekstremi.
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Primjer 4.2.2. Funkcija f(x) = 1
4
x4 − 1

3
x3 − x2 ima lokalne minimume u

to£kama x1 = −1 i x3 = 2, te lokalni maksimum u to£ki x2 = 0. Funkcija
ima globalni minimum u to£ki x3 = 2, ali nema globalnog maksimuma.

−2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

x2x1 x3

4.2.3 Ome�enost funkcije

Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ Rje ome�ena odozgo ako postoji realan broj
M takav da je f(x) ≤M za svaki x ∈ X. Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ R je
ome�ena odozdo ako postoji realan broj m takav da je f(x) ≥ m za svaki
x ∈ X. Funkcija je ome�ena ako je ome�ena odozgo i odozdo. U protivnom
se kaºe da je funkcija neome�ena.

−3 −2 −1 1 2 3

−20

−10

10

20

Funkcija f(x) = x3 je neome�ena.
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−6 −4 −2 2 4 6

−2

−1

1

2

Funkcija f(x) = sin(x) je ome�ena.

4.2.4 Parnost funkcije

Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ R je parna ako je f(−x) = f(x) za svaki
x ∈ X. Funkcija f : X → Y , X, Y ⊆ R je neparna ako je f(−x) = −f(x)
za svaki x ∈ X.

Napomena 4.2.1. Graf parne funkcije je simetri£an obzirom na os y, a graf
neparne funkcije je simetri£an obzirom na ishodi²te.

−3 −2 −1 1 2 3

−20

−10

10

20

Funkcija f(x) = x3 je neparna.
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−2 −1 1 2

−1

1

2

3

4

Funkcija f(x) = x2 je parna.

−1 −0.5 0.5

−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

Funkcija f(x) = x3 + x2 nije ni parna ni neparna.

Zadatak 4.2.1. Ispitajte paritet funkcija:

(a) f(x) = 5

(b) f(x) = (x− 1)2

(c) f(x) = x2 3
√
x+ sinx

Rje²enje:

(a) f(x) = 5
f(−x) = 5 = f(x)
Funkcija f je parna funkcija.
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(b) f(x) = (x− 1)2

f(−x) = (−x− 1)2 = x2 + 2x+ 1
f(x) = (x− 1)2 = x2 − 2x+ 1
−f(x) = −(x− 1)2 = −x2 + 2x− 1
Funkcija f nije ni parna ni neparna funkcija.

(c) f(x) = x2 3
√
x+ sinx

f(−x) = (−x)2 3
√
−x+ sin(−x) = −x2 3

√
x− sinx = −(x2 3

√
x+ sinx) =

−f(x)
Funkcija f je neparna funkcija.

4.2.5 Konveksnost i konkavnost funkcije

Pojmovi konveksnosti i konkavnosti de�nirat ¢e se gra�£ki. Neka je f : X →
Y , X, Y ⊆ R realna funkcija realne varijable i x0 ∈ X to£ka u domeni funkcije
f . Funkcija f je konveksna u to£ki x0 ako se tangenta na graf funkcije f u
to£ki x0 nalazi ispod grafa funkcije. Funkcija f je konveksna na intervalu
⟨a, b⟩ ⊆ X, ako je konveksna u svakoj to£ki tog intervala.

−2 −1 1 2

−4

−2

2

x0

Funkcija f(x) = x2 − 2 je konveksna na cijeloj domeni.

Funkcija f je konkavna u to£ki x0 ako se tangenta na graf funkcije f u
to£ki x0 nalazi iznad grafa funkcije. Funkcija f je konkavna na intervalu

⟨a, b⟩ ⊆ X, ako je konkavna u svakoj to£ki tog intervala.
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−2 −1 1 2

−4

−2

2

4

6

8

x0

Funkcija f(x) = −2x2 + 2 je konkavna na cijeloj domeni.

Funkcija moºe biti konkavna na jednom dijelu, a konveksna na drugom
dijelu domene.

−1 1

−2

2

x0

x1

Funkcija f(x) = x3 + x2 je konkavna na intervalu ⟨−∞, 0⟩ i konveksna na
intervalu ⟨0,+∞⟩.

To£ka u kojoj funkcija prelazi iz konkavnosti u konveksnost ili obratno,
naziva se to£ka in�eksije. U gornjem primjeru, to£ka in�eksije funkcije
f(x) = x3 + x2 je 0.

4.3 Kompozicija funkcija

Neka su X, Y i Z neprazni skupovi, i f : X → Y i g : Y → Z funkcije.
Kompozicija funkcija f i g u oznaci g ◦ f je funkcija g ◦ f : X → Z za
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koju vrijedi:
g ◦ f(x) = g(f(x)).

Napomena 4.3.1. Op¢enito vrijedi f ◦ g ̸= g ◦ f , odnosno komponiranje
funkcija nije komutativno.

X Y Z

f g

g ◦ f

x f(x) g(f(x))

Zadatak 4.3.1. Za zadane funkcije f i g odredite kompozicije f ◦ g i g ◦ f .

(a) f(x) = x+ 5, g(x) = x
2

(b) f(x) = x2, g(x) = x+ 3

(c) f(x) = 2x, g(x) = x2

(d) f(x) = 1
x
, g(x) = x−1

2x+3
− 2

Rje²enje:

(a) f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x
2
) = x

2
+ 5 = x+10

2

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(x+ 5) = x+5
2

(b) f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x+ 3) = (x+ 3)2

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(x2) = x2 + 3

(c) f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(x2) = 2x
2

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(2x) = (2x)2 = 22x

(d) f ◦ g(x) = f(g(x)) = 1
g(x)

= 1
x−1
2x+3

−2
= 1

x−1−2(2x+3)
2x+3

= 2x+3
x−1−4x−6

= 2x+3
−3x−7

g ◦ f(x) = g(f(x)) =
1
x
−1

2 1
x
+3
− 2 =

1−x
x

2+3x
x

− 2 = 1−x
2+3x
− 2 = 1−x−2(2+3x)

2+3x
=

−3−7x
2+3x
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4.4 Inverz funkcije

Neka je f : X → Y bijekcija. Kako je f surjekcija, to za svaki y ∈ Y postoji
neki x ∈ X takav da je f(x) = y. Injektivnost funkcije f garantira da je
taj x jedinstven za svaki y. Dakle, dobro je de�nirana funkcija g : Y → X
s g(y) = x, gdje je x ∈ X jedinstveni element iz X za koji vrijedi f(x) = y.
Ova funkcija naziva se inverzom funkcije f i ozna£ava f−1. Vrijedi:

f ◦ f−1(y) = y za svaki y ∈ Y ,
f−1 ◦ f(x) = x za svaki x ∈ X.

X Y
f

f−1

x

f(x)

Napomena 4.4.1. Kompozicija funkcije i njenog inverza je identiteta.

Zadatak 4.4.1. Odredite inverz zadane funkcije f :

(a) f(x) = x+ 5

(b) f(x) = x3 + 1

(c) f(x) = log x

(d) f(x) = log x+ 1

Rje²enje:

(a) f(x) = x+ 5
y = x+ 5
−x = −y + 5
x = y − 5
f−1(x) = x− 5

(b) f(x) = x3 + 1
y = x3 + 1
x3 = y − 1
x = 3
√
y − 1

f−1(x) = 3
√
x− 1
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(c) f(x) = log x
f−1(x) = 10x

(d) f(x) = log x+ 1
y = log x+ 1
y − 1 = log x
10y−1 = x
f−1(x) = 10x−1 = 10x

10

4.5 Elementarne funkcije

U ovom poglavlju prou£it ¢e se neka osnovna svojstva elementarnih funkcija.
Elementarne funkcije dijele se na algebarske i transcendentne funkcije.

4.5.1 Algebarske funkcije

Funkcija f : R → R de�nira s f(x) = a gdje je a ∈ R realan broj, naziva se
konstanta.

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

Graf konstante f(x) = 1.

Napomena 4.5.1. Graf konstante je paralelan s osi x.

Funkcija f : R→ R de�nira s f(x) = x naziva se identiteta.
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−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

Graf identitete

Funkcije koje se dobivaju s kona£no mnogo algebarskih operacija (zbra-
janje, oduzimanje, mnoºenje, dijeljenje, potenciranje cijelim ili razlomljenim
eksponentom) primijenjenih na konstantu f(x) = 1 i identitetu f(x) = x
nazivaju se algebarske funkcije. Algebarske funkcije dijele se na:

1. Polinome

2. Racionalne funkcije

3. Iracionalne funkcije

Polinomi

Polinom n-tog stupnja je funkcija Pn : R→ R oblika:

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

gdje su an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ R koe�cijenti polinoma, n ∈ Z+ i an ̸= 0. an
zove se vode¢i koe�cijent, a a0 slobodni koe�cijent polinoma.
Konstanta je polinom nultog stupnja, a identiteta je polinom prvog stupnja.
Specijalan slu£aj polinoma n-tog stupnja je potencija n-tog stupnja, tj. funkcija
oblika f(x) = axn, a ∈ R\{0}, n ∈ Z+. Kad je n paran broj, potencija n-tog
stupnja je parna funkcija, a kad je n neparan broj, potencija n-tog stupnja
je neparna funkcija.

Funkcija oblika P1(x) = ax+ b, a, b ∈ R, a ̸= 0 je polinom prvog stupnja.
Takva funkcija zove se linearna funkcija. Graf linearne funkcije je pravac.
Koe�cijent a odre�uje smjer pravca i zove se koe�cijent smjera. Ukoliko
je a < 0 pravac je padaju¢i, a ukoliko je a > 0 pravac je rastu¢i. Linearna
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funkcija uvijek ima to£no jednu nulto£ku. Ta nulto£ka nalazi se rje²avaju¢i
jednadºbu ax+ b = 0. Dakle, nulto£ka linearne funkcije je x0 = − b

a
.

−1 1 2 3

−1

1

2

3

x0

Graf linearne funkcije f(x) = −x+ 2

Funkcija oblika P2(x) = ax2+bx+c, a, b, c ∈ R, a ̸= 0 zove se kvadratna
funkcija. Graf kvadratne funkcije je parabola. Ako postoje, nulto£ke parabole
ra£unaju se po formuli:

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

Izraz pod korijenom: b2− 4ac naziva se diskriminanta kvadratne funkcije i
ozna£ava s D. Postojanje realnih nulto£aka kvadratne funkcije ovisi o predz-
naku diskriminante. Ako je D > 0, onda ¢e kvadratna funkcija imati dvije
razli£ite realne nulto£ke. Ako je D = 0, onda kvadratna funkcija ima jednu
, tzv. dvostruku, nulto£ku. U toj to£ki graf funkcije dodiruje os x. Ako
je D < 0, onda ne postoji rje²enje izraza

√
D =

√
b2 − 4ac u skupu realnih

brojeva, pa kvadratna funkcija nema realnih nulto£aka.
Oblik parabole ovisi o predznaku vode¢eg koe�cijenta a. Ukoliko je a > 0,
graf kvadratne funkcije bit ¢e otvoren prema gore, a ako je a < 0, onda ¢e
graf kvadratne funkcije biti otvoren prema dolje.

a>0
D>0

a>0
D<0

a>0
D=0
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a<0
D>0

a<0
D<0

a<0
D=0

Tjeme parabole T (xT , yT ) je to£ka u kojoj parabola dostiºe maksimum,
ako je okrenuta prema dolje, odnosno minimum ako je okrenuta prema gore.
Ukoliko parabola ima dvije realne razli£ite nulto£ke, x-koordinata tjemena
nalazi se na pola puta izme�u nulto£aka. U tom slu£aju x-koordinata tjemena
se moºe na¢i pomo¢u formule

xT =
x1 + x2

2
.

Koriste¢i formulu za nulto£ke parabole:

xT =
x1 + x2

2
=

−b+
√
b2−4ac
2a

+ −b−
√
b2−4ac
2a

2
=

−2b
2a

2
=
−b
2a

Vrijedi da je yT = f(xT ), pa je:

yT = f

(
−b
2a

)
= a

(
−b
2a

)2

+ b
−b
2a

+ c =
b2

4a
− b2

2a
+ c =

4ac− b2

4a

T (xT , yT ) =

(
−b
2a

,
4ac− b2

4a

)
Formule za izra£un koordinata tjemena mogu se koristiti i u slu£aju kad
parabola nema dvije razli£ite realne nulto£ke.

Funkcija f(x) = ax2 + bx + c gdje je a > 0, je padaju¢a na intervalu
⟨−∞, xT ⟩ i rastu¢a na intervalu ⟨xT ,+∞⟩. Takva funkcija je ome�ena odozdo
jer za yT vrijedi da je f(x) ≥ yT , za svaki x ∈ R. Funkcija f(x) = ax2+bx+c
gdje je a < 0, je rastu¢a na intervalu ⟨−∞, xT ⟩ i padaju¢a na intervalu
⟨xT ,+∞⟩. Takva funkcija je ome�ena odozgo jer za yT vrijedi da je f(x) ≤
yT , za svaki x ∈ R.

Za izra£un nulto£aka polinoma Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
ne postoji eksplicitna formula. Me�utim, ako su nam nulto£ke polinoma
poznate onda ga moºemo faktorizirati na sljede¢i na£in:

� Ako su x1, x2, . . . , xn razli£ite jednostruke realne nulto£ke polinoma Pn

onda je
Pn(x) = an(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)
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� Ako su x1, x2, . . . , xp razli£ite realne nulto£ke polinoma Pn gdje je ki
kratnost nulto£ke xi onda je

Pn(x) = an(x− x1)
k1(x− x2)

k2 · · · (x− xp)
kp

Dva polinoma Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 i Qm(x) = bmx
m +

bm−1x
m−1 + · · · + b1x + b0 su jednaka ako vrijedi m = n i ai = bi, za svaki

i = 1, . . . , n.

Racionalne funkcije

Racionalne funkcije su funkcije oblika:

f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
,

gdje su Pn(x) i Qm(x) polinom stupnja n i m. Ako je n < m, f(x) zove
se prava racionalna funkcija, a ako je n ≥ m, f(x) zove se neprava
racionalna funkcija. Razlog za²to se ovakve funkcije nazivaju nepravim
racionalnim funkcijama je taj ²to se nepravu racionalnu funkciju moºe za-
pisati u obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije. Kod de�niranja
polinoma nije bilo nikakvih ograni£enja u domeni funkcije. Kod racionalnih
funkcija nulto£ke polinoma u nazivniku ne mogu biti dio domene racionalne
funkcije jer dijeljenje s nulom nije de�nirano.

Pri provo�enju ra£una s racionalnim funkcijama f(x) = Pn(x)
Qm(x)

ponekad
se ra£un pojednostavnjuje ukoliko se racionalna funkcija moºe zapisati kao
zbroj jednostavnijih racionalnih funkcija gdje stupnjevi polinoma u brojniku
i nazivniku na prema²uju 2. Taj postupak naziva se rastavljanje racionalne
funkcije na parcijalne razlomke. Neka je f(x) = Pn(x)

Qm(x)
prava racionalna

funkcija i Qm(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xm). Tada se f moºe prikazati
u obliku:

f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
=

A1

(x− x1)
+

A2

(x− x2)
+ · · ·+ Am

(x− xm)
.

A1, A2, . . . Am su konstante koje odre�ujemo mnoºe¢i gornji jednandºbu s
(x− x1)(x− x2) · · · (x− xm).

Primjer 4.5.1. Rastav racionalne funkcije f(x) = x+8
x2+x−6

na parcijalne ra-
zlomke.
U prvom koraku potrebno je faktorizirati nazivnik x2+x−6 koriste¢i formulu
za izra£un nulto£aka kvadratne funkcije i £injenice da se polinom

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
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moºe faktorizirati kao

Pn(x) = an(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)

ako su poznate nulto£ke x1, . . . , xn.

x1,2 =
−1±

√
12 + 4 · 1 · 6
2

=
−1± 5

2
x1 = 2

x2 = −3
x2 + x− 6 = (x− 2)(x− (−3)) = (x− 2)(x+ 3)

Dakle,

f(x) =
x+ 8

x2 + x− 6
x+ 8

(x− 2)(x+ 3)
=

A1

x− 2
+

A2

x+ 3

∖
· (x− 2)(x+ 3)

x+ 8 = A1(x+ 3) + A2(x− 2)

x+ 8 = A1x+ 3A1 + A2x− 2A2

x+ 8 = (A1 + A2)x+ 3A1 − 2A2

Izrazi s desne i lijeve strane su polinomi. Jednakost polinoma podrazumjeva
jednakost svih odgovaraju¢ih koe�cijenata, tj. iz gornje jednadºbe slijedi:

A1 + A2 = 1

3A1 − 2A2 = 8

Rje²avaju¢i ovaj sustav linearnih jednadºbi dobijemo rje²enje A1 = 2, A2 =
−1. Dakle, vrijedi:

f(x) =
x+ 8

x2 + x− 6
=

2

x− 2
− 1

x+ 3
.

Ako se u faktorizaciji nazivnika Qm(x) racionalne funkcije f(x) = Pn(x)
Qm(x)

neki faktori pojavljuju na potenciju ve¢u od 1, Qm(x) = (x − x1)
k1(x −

x2)
k2 · · · (x− xp)

kp rastav racionalne funkcije f(x) = Pn(x)
Qm(x)

izgleda:

f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
=

A1
1

(x− x1)
+

A1
2

(x− x1)2
+ · · ·+

A1
k1

(x− x1)k1
+

+
A2

1

(x− x2)
+

A2
2

(x− x2)2
+ · · ·+

A2
k2

(x− x2)k2
+ · · ·+

+
Ap

1

(x− xp)
+

Ap
2

(x− xp)2
+ · · ·+

Ap
kp

(x− xp)kp
,
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gdje su Ai
j, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , ki su konstante koje odre�ujemo mnoºe¢i

gornji jednadºbu s (x− x1)
k1(x− x2)

k2 · · · (x− xp)
kp .

Primjer 4.5.2. Rastav racionalne funkcije f(x) = x+8
x3−4x2+4x

na parcijalne
razlomke.
U prvom koraku potrebno je faktorizirati nazivnik x3−4x2+4x. Izlu£ivanjem
x dobije se x3−4x2+4x = x(x2−4x+4). Koriste¢i formulu kvadrata razlike
(a−b)2 = a2−2ab+b2 dobiva se x(x2−4x+4) = x(x2−2·2x+22) = x(x−2)2.
Dakle,

f(x) =
x+ y

x3 − 4x2 + 4x
x+ 8

x(x− 2)2
=

A1

x
+

A2

x− 2
+

A3

(x− 2)2

∖
· x(x− 2)2

x+ 8 = A1(x− 2)2 + A2x(x− 2) + A3x

x+ 8 = A1(x
2 − 4x+ 4) + A2(x

2 − 2x) + A3x

x+ 8 = A1x
2 − 4A1x+ 4A1 + A2x

2 − 2A2x+ A3x

x+ 8 = (A1 + A2)x
2 + (−4A1 − 2A2 + A3)x+ 4A1

Izrazi s desne i lijeve strane su polinomi. Jednakost polinoma podrazumijeva
jednakost svih odgovaraju¢ih koe�cijenata, tj. iz gornje jednadºbe slijedi:

A1 + A2 = 0

−4A1 − 2A2 + A3 = 1

4A1 = 8

Rje²avaju¢i ovaj sustav linearnih jednadºbi dobije se rje²enje A1 = 2, A2 =
−2, A3 = 5. Dakle, vrijedi:

f(x) =
x+ 8

x3 − 4x2 + 4x
=

2

x
− 2

x− 2
+

5

(x− 2)2
.

Iracionalne funkcije

Racionalne funkcije mogu¢e je dobiti primjenjivanjem kona£no mnogo racional-
nih operacija (zbrajanje, oduzimanje, mnoºenje i dijeljenje) na funkcije kon-
stante i identitete. Ukoliko se tim operacijama pridruºi i korjenovanje dobi-
vaju se iracionalne funkcije. Neki primjeri iracionalnih funkcija su:

� f(x) =
√
x

� f(x) = 1√
x
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� f(x) =
3√x+8

5√x3−4x2+4x

� f(x) = x−
√
2x

3√5x+5

Kod uzimanja parnih korijena treba se voditi ra£una o tome da izraz pod ko-
rijenom ne smije biti negativan. Ta £injenica predstavlja ograni£enja domene
iracionalnih funkcija koje koriste parne korijene.

Primjer 4.5.3. Funkcija f(x) = 1√
x
de�nirana je samo za x ∈ ⟨0,+∞⟩ .

−1 1 2 3 4

−1

1

2

3

4

4.5.2 Transcedentne funkcije

Funkcije koje nisu algebarske zovu se transcedentne funkcije. Najpoz-
natije transcedentne funkcije su:

� Eksponencijalna funkcija

� Logaritamska funkcija

� Trigonometrijske funkcije

� Ciklometrijske funkcije

Eksponencijalna funkcija

Za a > 0, a ̸= 1 de�nira se eksponencijalna funkcija f : R → R+ oblika
f(x) = ax. Broj a zove se baza eksponencijalne funkcije. Osnovna svojstva
eksponencijalne funkcije su:

� ax > 0 za svaki x ∈ R

� ax · ay = ax+y



4.5. ELEMENTARNE FUNKCIJE 125

�
ax

ay
= ax−y

� (ax)y = axy

� a0 = 1

� Ako je a > 1 onda za x < y vrijedi ax < ay tj. eksponencijalna funkcija
je rastu¢a.

−4 −3 −2 −1 1 2

−1

1

2

3

4

� Ako je a ∈ ⟨0, 1⟩ onda za x < y vrijedi ax > ay tj. eksponencijalna
funkcija je padaju¢a.

−2 −1 1 2 3 4

−1

1

2

3

4

Graf eksponencijalne funkcije f(x) = ax prolazi to£kom (0, 1) za svaku bazu
a. Posebno,ako je a jednako Eulerovoj konstanti e ≈ 2.71828 eksponencijalnu
funkciju f(x) = ex naziva se prirodna eksponencijalna funkcija.
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Logaritamska funkcija

Logaritamska funkcija je inverz eksponencijalne funkcije. Dakle, za ek-
sponencijalnu funkciju f : R → R+, f(x) = ax njena inverzna funkcija
f−1 : R+ → R zove se logaritamska funkcija f−1(x) = loga x s bazom a.
Osnovna svojstva logaritamske funkcije su:

� loga a
x = x

� aloga x = x

� loga(xy) = loga x+ logay

� loga(
x
y
) = loga x− logay

� loga x
y = y loga x

� logaa = 1

� loga x = logb x
logb a

� loga 1 = 0

� loga b =
1

logb a

� Ako je a > 1 onda za x < y vrijedi logax < logay tj. logaritamska
funkcija je rastu¢a.

−1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

� Ako je a ∈ ⟨0, 1⟩ onda za x < y vrijedi logax > logay tj. logaritamska
funkcija je padaju¢a.
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−1 1 2 3 4 5

−2

−1

1

2

Graf logaritamske funkcije f(x) = loga x prolazi to£kom (1, 0) za svaku bazu
a. Odnosno 1 je nulto£ka svake logaritamske funkcije. Posebno, ako je a
jednako Eulerovoj konstanti e ≈ 2.71828 logaritamska funkcija f(x) = loge x
naziva se prirodna logaritamska funkcija i ozna£ava lnx.

Trigonometrijske funkcije

U Kartezijev koordinatni sustav smjesti se kruºnica zadanu jednadºbom x2+
y2 = 1 i brojevni pravac paralelan s y-osi u to£ku A(1, 0). Namatanjem
pravca na kruºnicu u geometrijski pozitivnom smjeru (obrnutom od smjera
kretanja kazaljke na satu) pridruºuje se svakom realnom broju x jedinstvena
to£ka T na kruºnici. Npr. broju 0 pridruºena je to£ka A, a broju π to£ka B.
Takva kruºnica naziva se brojevna ili trigonometrijska kruºnica.

AB

x
T

sinx

cosx
x

y

Ordinata to£ke T je sinx, a apscisa cosx tj. T (cosx, sinx). Tim postupkom
svakom realnom broju x pridruºeni su potpuno odre�eni brojevi cosx i sinx.
Odnosno de�nirane su funkcije:
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� Sinus funkcija sin : R→ R

−π 0 π

� Kosinus funkcija cos : R→ R

−π
2

π
2−3π

2
3π
2

Koriste¢i funkcije sin i cos de�niramo funkcije:

� Tangens funkcija tgx = sinx
cosx
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−π 0 π

� Kotangens funkcija ctgx = cosx
sinx

−π
2

π
2−3π

2
3π
2

Funkcije sinx, cosx, tgx i ctgx zovu se trigonometrijske funkcije i za njih
vrijedi:

sin cos tg ctg
Domena R R R \ {(2k + 1)π

2
|k ∈ Z} R \ {kπ|k ∈ Z}

Slika [−1, 1] [−1, 1] R R
Nulto£ke kπ, k ∈ Z (2k + 1)π

2
, k ∈ Z kπ, k ∈ Z (2k + 1)π

2
, k ∈ Z

Parnost neparna parna neparna parna

Ciklometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije nisu bijektivne, pa op¢enito kao takve ne mogu
imati inverzne funkcije. Ipak, ako se pogledaju restrikcije trigonometri-
jskih funkcija koje su bijektivne funkcije, mogu se de�nirati njihove inverzne
funkcije, odnosno arkus ili ciklometrijske funkcije.
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� Funkcija sin
∣∣
[−π

2
,π
2 ]

:
[−π

2
, π
2

]
→ [−1, 1] je strogo rastu¢a bijekcija.

Njena inverzna funkcija je arcsin : [−1, 1] →
[−π

2
, π
2

]
de�nirana s

arcsin(x) = sin−1(x).

−1 1

−1

1

sin
∣∣
[−π

2
,π
2 ]

−1 1

−1

1

arcsin

� Funkcija cos
∣∣
[0,π]

: [0, π] → [−1, 1] je strogo padaju¢a bijekcija. Njena
inverzna funkcija je arccos : [−1, 1] → [0, π] de�nirana s arccos(x) =
cos−1(x).

−1 1

−1

1

cos
∣∣
[0,π]

−1 1

−1

1

arccos

� Funkcija tg
∣∣
⟨−π

2
,π
2 ⟩ :

〈−π
2
, π
2

〉
→ R je strogo rastu¢a bijekcija. Njena in-

verzna funkcija je arctg : R→
〈−π

2
, π
2

〉
de�nirana s arctg(x) = tg−1(x).

−1 1−1

1

tg
∣∣
⟨−π

2
,π
2 ⟩
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−1 1

−1

1

arctg

� Funkcija ctg
∣∣
⟨0,π⟩ : ⟨0, π⟩ → R je strogo padaju¢a bijekcija. Njena in-

verzna funkcija je arcctg : R→ ⟨0, π⟩ de�nirana s arcctg(x) = ctg−1(x).

−1 1−1
1

ctg
∣∣
⟨0,π⟩

−1 1
−1

1

arcctg

4.6 Prirodno podru£je de�nicije funkcije

U uvodnom poglavlju nagla²eno je da ako je realna funkcija realne varijable
f zadana analiti£ki, smatra se da je njena domena onaj podskup skupa R za
koji analiti£ki izraz ima smisla, tj. njena prirodna domena ili prirodno po-
dru£je de�nicije je skup svih x ∈ R za koje je f(x) realan broj. U prethodnom
poglavlju navedene su domene elementarnih funkcija. Ukoliko je funkcija f
dobivena kompozicijom elementarnih funkcija njeno prirodno podru£je de�ni-
cije dobije se koriste¢i sljede¢a pravila:

� Ako je f(x) = g(x)
h(x)

onda je D(f) = {x ∈ R|h(x) ̸= 0} ∩D(g) ∩D(h).

� Ako je f(x) = 2n
√
g(x) onda je D(f) = {x ∈ R|g(x) ≥ 0} ∩D(g).

� Ako je f(x) = log g(x) onda je D(f) = {x ∈ R|g(x) > 0} ∩D(g).

� Ako je f(x) = tg(g(x)) onda jeD(f) =
(
R \ {(2k + 1)π

2
|k ∈ Z}

)
∩D(g).

� Ako je f(x) = ctg(g(x)) onda je D(f) = (R \ {kπ|k ∈ Z}) ∩D(g).
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� Ako je f(x) = arcsin(g(x)) onda je D(f) = [−1, 1] ∩D(g).

� Ako je f(x) = arccos(g(x)) onda je D(f) = [−1, 1] ∩D(g).

Zadatak 4.6.1. Odredite prirodno podru£je de�nicije funkcije f :

(a) f(x) = 5x
x−2

(b) f(x) =
√
x2 + 5

(c) f(x) =
√
−x2 − 1

(d) f(x) =
√
−x+ 1√

2+x

(e) f(x) =
√
x3−2x2−3x

x−4

(f) f(x) = log x2−3x+2
x+1

(g) f(x) =
√
ln (1− x)

(h) f(x) = 5
1

2x−1

(i) f(x) = ex+e−x

ex−e−x

(j) f(x) =
√

(x+4)(x−3)
1−x

+ ln (x2 + x− 6)

Rje²enje:

(a) f(x) = 5x
x−2

x− 2 ̸= 0⇒ x ̸= 2
D(f) = ⟨−∞, 2⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩

(b) f(x) =
√
x2 + 5

x2 + 5 ≥ 0
D(f) = R

(c) f(x) =
√
−x2 − 1

−x2 − 1 ≥ 0⇒ x2 ≤ −1
D(f) = ∅

(d) f(x) =
√
−x+ 1√

2+x
−x ≥ 0⇒ x ≤ 0
2 + x > 0⇒ x > −2
D(f) = ⟨−2, 0]
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(e) f(x) =
√
x3−2x2−3x

x−4

x3 − 2x2 − 3x ≥ 0⇒ x(x2 − 2x− 3) ≥ 0⇒ x(x+ 1)(x− 3) ≥ 0

−∞ -1 0 3 +∞

x - - + +
x+1 - + + +
x-3 - - - +

- + - +

x− 4 ̸= 0⇒ x ̸= 4
D(f) = [−1, 0] ∪ [3, 4⟩ ∪ ⟨4,+∞⟩

(f) f(x) = log x2−3x+2
x+1

x2−3x+2
x+1

> 0⇒ (x−1)(x−2)
x+1

> 0

−∞ -1 1 2 +∞

x-1 - - + +
x+1 - + + +
x-2 - - - +

- + - +

D(f) = ⟨−1, 1⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩

(g) f(x) =
√

ln (1− x)
ln(1− x) ≥ 0⇒ eln(1−x) ≥ e0 ⇒ 1− x ≥ 1⇒ x ≤ 0
1− x > 0⇒ x < 1
D(f) = ⟨−∞, 0]

(h) f(x) = 5
1

2x−1

2x− 1 ̸= 0⇒ x ̸= 1
2

D(f) = ⟨−∞, 1
2
⟩ ∪ ⟨1

2
,∞⟩

(i) f(x) = ex+e−x

ex−e−x

ex − e−x ̸= 0⇒ e2x − 1 ̸= 0⇒ e2x ̸= 1⇒ ln(e2x) ̸= ln(1)⇒ 2x ̸= 0⇒
x ̸= 0
D(f) = R \ {0}
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(j) Izraz pod korijenom mora biti ve¢i ili jednak 0:
(x+4)(x−3)

1−x
≥ 0

x+ 4 = 0⇒ x = −4
x− 3 = 0⇒ x = 3
1− x = 0⇒ x = 1

−∞ -4 1 3 +∞

x+4 - + + +
x-3 - - - +
1-x + + - -

+ - + -

A = ⟨−∞,−4]∪⟨1, 3] Izraz koji se logaritmira mora biti strogo ve¢i od
0:
x2 + x− 6 > 0
(x+ 3)(x− 2) > 0

−∞ -3 2 +∞

x+3 - + +
x-2 - - +

+ - +

B = ⟨−∞,−3⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩
D(f) = A ∩B = ⟨−∞,−4] ∪ ⟨2, 3]

4.7 Limes funkcije

4.7.1 Limes funkcije u to£ki

Ponekad je zanimljivo promatrati pona²anje funkcije u okolini neke to£ke.
Ta to£ka ne mora nuºno biti u domeni zadane funkcije. �tovi²e, naj£e²¢e je
upravo najzanimljivije promatrati kako se funkcija pona²a u okolini to£ke u
kojoj nije de�nirana. U tu svrhu de�nira se pojam limesa funkcije u to£ki.
Neka je f realna funkcija realne varijable i a ∈ R. Kaºe se da funkcija f ima
limes L u to£ki a ako vrijedi da za svaki realni broj ϵ > 0 postoji δ > 0 takav
da za svaki x ∈ D(f), x ̸= a vrijedi ako je |x− a| < δ onda je |f(x)− L| < ϵ.



4.7. LIMES FUNKCIJE 135

Drugim rje£ima, koliko god malen ϵ > 0 izaberemo postoji neki δ > 0 tako
da se sve to£ke koje su δ blizu to£ke a preslikaju u ϵ blizinu vrijednosti L.
Ako limes funkcije f u to£ki a postoji, on je jedinstven i ozna£ava se

lim
x→a

f(x).

Primjer 4.7.1. Promotrimo funkciju f(x) = x2−1
x−1

. Funkcija f nije de�nirana
u to£ki x = 1, ali za sve to£ke x ∈ R \ {1} vrijedi

f(x) =
x2 − 1

x− 1
=

(x− 1)(x+ 1)

x− 1
= x+ 1

Dakle, funkcija f se na okolini to£ke x = 1 pona²a kao funkcija g(x) = x+1,
odnosno kad x teºi prema 1 funkcijska vrijednost f(x) teºi prema g(1) = 2.
Vrijedi lim

x→1

x2−1
x−1

= 2.

−2 −1 1 2

−2

2
(1, 2)

x→ 1 1← x

Limes funkcije f u to£ki a govori o pona²anju funkcije f kad se funkci-
jska vrijednost pribliºava to£ki a. Ukoliko se to£ki a pribliºava samo s jedne
strane, govori se o jednostranom limesu. Neka je f realna funkcija realne
varijable i a ∈ R. L je limes s desna funkcije f u to£ki a ako vrijedi da za
svaki realni broj ϵ > 0 postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ D(f), x > a vrijedi:

ako je x− a < δ onda je |f(x)− L| < ϵ

Ako limes s desna funkcije f u to£ki a postoji, on je jedinstven i ozna£ava se

lim
x→a+

f(x)

L je limes s lijeva funkcije f u to£ki a ako vrijedi da za svaki realni broj ϵ > 0
postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ D(f), x < a vrijedi:
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ako je a− x < δ onda je |f(x)− L| < ϵ

Ako limes s lijeva funkcije f u to£ki a postoji, on je jedinstven i ozna£ava se

lim
x→a−

f(x)

Napomena 4.7.1. U gornjim de�nicijama limesa, te limesa s desna i s lijeva,
limes L je realan broj. Me�utim, mogu¢e je da kad funkcija teºi k nekoj to£ki
x funkcijska vrijednost teºi u +∞ ili −∞.

Primjer 4.7.2. Promotrimo funkciju f(x) = 1
x−1

. Funkcija nije de�nirana
u to£ki x = 1. Kada x teºi u 1 s lijeva funkcijska vrijednost f(x) teºi k −∞.
Kad x teºi u 1 s desna funkcijska vrijednost f(x) teºi k +∞.

x→ 1−

1+ ← x

Neka je a ∈ R i L1 = lim
x→a

f(x) i L2 = lim
x→a

g(x). Za ra£unanje limesa tada
vrijede sljede¢a svojstva:

� lim
x→a

c = c

� lim
x→a

(f(x)± g(x)) = lim
x→a

f(x)± lim
x→a

g(x) = L1 ± L2

� lim
x→a

(f(x) · g(x)) = lim
x→a

f(x) · lim
x→a

g(x) = L1 · L2

� Ako je L2 ̸= 0 onda je lim
x→a

(
f(x)
g(x)

)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

f(x)
= L1

L2

� lim
x→a

cf(x) = c lim
x→a

f(x)

Za ra£un s ∞ vrijedi:

� c+ (±∞) = (±∞) + c = ±∞, c ∈ R
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� (−∞)−∞ = −∞

� (+∞) + (+∞) = +∞

� c · (±∞) = (±∞) · c = ±∞, c ∈ R, c > 0

� c · (±∞) = (±∞) · c = ∓∞, c ∈ R, c < 0

� (−∞) · (−∞) = +∞

� (+∞) · (+∞) = +∞

� (−∞) · (+∞) = −∞

� (+∞) · (−∞) = −∞

�
c

±∞ = 0

U nastavku se obra�uje limes racionalne funkcije. Neka je f(x) = Pn(x)
Qm(x)

racionalna funkcija. Pri ra£unanju limesa funkcije f u to£ki a ∈ R moºe se
dogoditi jedna od tri sljede¢e situacije:

� To£ka a nije nulto£ka nazivnika Qm(x) funkcije f . U tom slu£aju
funkcija f je dobro de�nirana u to£ki a, pa je:

lim
x→a

f(x) = f(a) =
Pn(a)

Qm(a)

Odnosno limes funkcije jednak je funkcijskoj vrijednosti u toj to£ki.

Primjer 4.7.3. Odredite

lim
x→1

x2 − 2

x+ 3

To£ka x = 1 nije nulto£ka nazivnika x+ 3, pa vrijedi

lim
x→1

x2 − 2

x+ 3
=

12 − 2

1 + 3
=
−1
4

� To£ka a je nulto£ka brojnika Pn(x) i nazivnika Qm(x) funkcije f . U
tom slu£aju limes se ra£una tako da se faktorizira brojnik i nazivnik
funckije f te se razlomak krati s (x− a).
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Primjer 4.7.4. Odredite

lim
x→0

x3 − x2

x2

To£ka x = 0 je nulto£ka brojnika x3−x2 i nulto£ka nazivnika x2. Vrijedi

lim
x→0

x3 − x2

x2
= lim

x→0

x2(x− 1)

x2
= lim

x→0
(x− 1) = 0− 1 = −1

� To£ka a je nulto£ka nazivnika Qm(x), ali nije nulto£ka brojnika Pn(x)

funkcije f . U tom slu£aju, kada x teºi k a, f(x) = Pn(x)
Qm(x)

je kvocijent
realnog ne nul broja Pn(x) i realnog broja Qm(x) £ija vrijednost teºi k
nuli. Kada se realni ne-nul broj dijeli s brojem koji je po apsolutnoj
vrijednosti jako blizu nuli, dobit ¢e se broj koji je po apsolutnoj vri-
jednosti jako velik. Predznak tog broja ovisit ¢e o predznaku Pn(x) i
Qm(x). Op¢enito, limes s lijeva i limes s desna ovakve funkcije mogu
biti razli£iti. Dakle, u ovom slu£aju ra£unat ¢e se posebno lim

x→a−
f(x) i

lim
x→a+

f(x) i vrijedit ¢e lim
x→a−

f(x) = ±∞, lim
x→a+

f(x) = ±∞.

Primjer 4.7.5. Odredite

lim
x→1

x− 3

x− 1

To£ka x = 1 je nulto£ka nazivnika x− 1 i nije nulto£ka brojnika x− 3.
Posebno se ra£una lim

x→1−

x−3
x−1

i lim
x→1+

x−3
x−1

.

lim
x→1−

x− 3

x− 1
=

[
1− 3

1− − 1
=
−2
0−

]
= +∞

Pri ra£unanju lim
x→1−

to£ki x prilazi s lijeva, dakle 1− je broj koji teºi 1

i malo je manji od 1. Ako se od takvog broja oduzme 1 dobit ¢e se
negativan broj koji teºi k 0. Taj broj ozna£ava se s 0−. Ako se dijeli
negativan realan broj s negativnim realnim brojem koji teºi k nuli dobit
¢e se pozitivan broj koji teºi +∞.

lim
x→1+

x− 3

x− 1
=

[
1− 3

1+ − 1
=
−2
0+

]
= −∞

Pri ra£unanju lim
x→1+

to£ki x prilazi s desna, dakle 1+ je broj koji teºi

1 i malo je ve¢i od 1. Ako se od takvog broja oduzme 1 dobit ¢e se
pozitivan broj koji teºi k 0. Taj broj ozna£ava se s 0+−. Ako se dijeli
negativan realan broj s pozitivnim realnim brojem koji teºi k nuli dobit
¢e se negativan broj koji teºi −∞.
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Zadatak 4.7.1. Izra£unajte limese:

(a) lim
x→1

−x2+3x−2
x2−4x+3

(b) lim
x→2

x2−8x+12
x3−4x2+4x

(c) lim
x→0

x2−8x+6
x4−6

Rje²enje:

(a) lim
x→1

−x2+3x−2
x2−4x+3

= lim
x→1

−(x−2)(x−1)
(x−1)(x−3)

= lim
x→1

−x+2
x−3

= −1+2
1−3

= 1
−2

= −1
2

(b) To£ka x = 2 je nulto£ka brojnika i nazivnika pa vrijedi

lim
x→2

x2 − 8x+ 12

x3 − 4x2 + 4x
= lim

x→2

(x− 6)(x− 2)

x(x− 2)2
= lim

x→2

x− 6

x(x− 2)
.

Sada je x = 2 nulto£ka nazivnika x(x − 2), ali nije nulto£ka brojnika
x− 6

lim
x→2−

x− 6

x(x− 2)
=

[
2− 6

2(2− − 2)
=
−4

2 · 0−

]
= +∞

lim
x→2+

x− 6

x(x− 2)
=

[
2− 6

2(2+ − 2)
=
−4

2 · 0+

]
= −∞

(c) lim
x→0

x2−8x+6
x4−6

= 02−8·0+6
04−6

= 6
−6

= −1

4.7.2 Limes funkcije u beskona£nosti

Limes funkcije se moºe promatrati i u ±∞. Tada se promatra £emu teºi
funkcijska vrijednost f(x) kad x teºi k ±∞. Oznaka koja se koristi je

lim
x→−∞

f(x)

kad se promatra limes kad x teºi u −∞, odnosno

lim
x→+∞

f(x)

kad se promatra limes kad x teºi u +∞.
Limes u beskona£nosti racionalne funkcije f(x) = Pn(x)

Qm(x)
ra£unat ¢e se tako

da se brojnik i nazivnik te funkcije podijele s najve¢om potencijom od x koja
se javlja u funkciji. Pri tom ra£unu mogu se dogoditi sljede¢i slu£ajevi:
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� Ako je stupanj polinoma u brojniku strogo ve¢i od stupnja polinoma u
nazivniku, odnosno n > m onda je

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

Pn(x)

Qm(x)
= lim

x→±∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

=

= lim
x→±∞

an + an−1
1
x
+ · · ·+ a1

1
xn−1 + a0

1
xn

bm
1

xn−m + bm−1
1

xn−(m−1) + · · ·+ b1
1

xn−1 + b0
1
xn

=

=
[an
0

]
= ±∞

Primjer 4.7.6. Odredite

lim
x→+∞

x3 − 2x2 − x

−3x2 + 2x− 1

Najve¢a potencija od x koja se javlja u brojniku i nazivniku je x3.

lim
x→+∞

x3 − 2x2 − x
⌊:x3

−3x2 + 2x− 1⌊:x
3 = lim

x→+∞

1− 2
x
− 1

x2

−3
x
+ 2

x2 − 1
x3

=

[
1

−3 · 0+ + 2 · 0+ − 0+

]
Potrebno je odrediti predznak nazivnika kad x teºi k +∞. Za x > 0
vrijedi: ∣∣∣∣−3x

∣∣∣∣ > 2

x2
⇔ 3

x
>

2

x2
⇔ 3x > 2⇔ x >

2

3

Dakle, za dovoljno velike x, vrijedi da je prvi pribrojnik −3
x

u sumi
−3
x
+ 2

x2 − 1
x3 po apsolutnoj vrijednosti ve¢i od drugog pribrojnika 2

x2 .
Kako je predznak prvog pribrojnika kad x teºi k +∞ negativan, a
predznak drugog pribrojnika kad x teºi k +∞ pozitivan, to njihova
suma ima negativan predznak. Tre¢i pribrojnik 1

x3 tako�er ima negati-
van predznak kad x teºi k +∞. Odavde slijedi da suma −3

x
+ 2

x2 − 1
x3

teºi k 0− kad x teºi k +∞. To jest

lim
x→+∞

x3 − 2x2 − x

−3x2 + 2x− 1
=

[
1

0−

]
= −∞

� Ako je stupanj polinoma u brojniku strogo manji od stupnja polinoma
u nazivniku, odnosno n < m onda je

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

Pn(x)

Qm(x)
= lim

x→±∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

=

= lim
x→±∞

an
1

xm−n + an−1
1

xm−(n−1) + · · ·+ a1
1

xm−1 + a0
1
xm

bm + bm−1
1
x
+ · · ·+ b1

1
xm−1 + b0

1
xm

=

=

[
0

bm

]
= 0
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Primjer 4.7.7. Odredite

lim
x→−∞

4x3 − 2x2

−3x4 + 1

Najve¢a potencija od x koja se javlja u brojniku i nazivniku je x4.

lim
x→−∞

4x3 − 2x2⌊:x4

−3x4 + 1⌊:x
4 = lim

x→−∞

4
x
− 2

x2

−3 + 1
x4

=

[
0

−3

]
= 0

� Ako je stupanj polinoma u brojniku jednak stupnju polinoma u nazivniku,
odnosno n = m onda je

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

Pn(x)

Qn(x)
= lim

x→±∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0
bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x+ b0

=

= lim
x→±∞

an + an−1
1
x
+ · · ·+ a1

1
xn−1 + a0

1
xn

bn + bn−1
1
x
+ · · ·+ b1

1
xn−1 + b0

1
xn

=
an
bn

Primjer 4.7.8. Odredite

lim
x→+∞

4x2 − 2x+ 2

−2x2 + 1

Najve¢a potencija od x koja se javlja u brojniku i nazivniku je x2.

lim
x→+∞

4x2 − 2x+ 2
⌊:x2

−2x2 + 1⌊:x
2 = lim

x→+∞

4− 2
x
+ 2

x2

−2 + 1
x2

=

[
4

−2

]
= −2

Zadatak 4.7.2. Zadan je graf funkcije f . Odredite lim
x→+∞

f(x), lim
x→−∞

f(x),

lim
x→3+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→2

f(x).

−4 −2 2 4 6 8

−3

−2

−1

1
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Rje²enje:

lim
x→+∞

f(x) = −1

lim
x→−∞

f(x) = −1

lim
x→3+

f(x) = −∞

lim
x→3−

f(x) = +∞

lim
x→2

f(x) = 0

4.8 Asimptote funkcije

Pri analizi kompliciranih funkcija korisno je funkciju aproksimirati nekom
jednostavnijom funkcijom. Jedna od najjednostavnijih realnih funkcija je lin-
earna funkcija £iji je graf pravac. Asimptota je pravac kojem se graf funkcije
f(x) pribliºava kad x teºi u ±∞ ili u neku to£ku koja se ne nalazi u domeni
funkcije. Te to£ke leºe na rubovima domene funkcije. Asimptote se mogu
podijeliti na horizontalne, vertikalne i kose asimptote.

4.8.1 Horizontalna asimptota

Pravac y = y0, y0 ∈ R je horizontalna asimptota funkcije f s lijeve strane
ako je

lim
x→−∞

f(x) = y0

odnosno horizontalna asimptota funkcije f s desne strane ako je

lim
x→+∞

f(x) = y0

Napomena 4.8.1. Funkcija sa svake strane moºe imati najvi²e jednu hori-
zontalnu asimptotu.

Zadatak 4.8.1. Odredite horizontalne asimptote funkcije f(x) = arctg(x)
£iji je graf zadan na slici.
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−π
2

π
2

Rje²enje:
Pravac y = π

2
je desna, a pravac y = −π

2
lijeva horizontalna asimptota funkcije

f(x) = arctg(x).

Zadatak 4.8.2. Odredite horizontalne asimptote sljede¢ih funkcija

(a) f(x) = 3x2−2x+6
6x2−2x

(b) f(x) = x+1
x−1

(c) f(x) = x2

x+3

(d) f(x) = x−1
x2+1

Rje²enje:

(a) lim
x→±∞

3x2−2x+6
⌊:x2

6x2−2x⌊:x2 = lim
x→±∞

3− 2
x
+ 6

x2

6− 2
x

=
[
3−0+0
6−0

]
= 1

2
.

Dakle, pravac y = 1
2
je horizontalna asimptota funkcije f s obje strane.

(b) lim
x→±∞

x+1⌊:x

x−1⌊:x
= lim

x→±∞

1+ 1
x

1− 1
x

=
[
1+0
1−0

]
= 1.

Dakle, pravac y = 1 je horizontalna asimptota funkcije f s obje strane.

(c) lim
x→+∞

x2⌊:x2

x+3⌊:x
2 = lim

x→+∞
1

1
x
+ 3

x2
=
[

1
0+

]
= +∞.

lim
x→−∞

x2⌊:x2

x+3⌊:x
2 = lim

x→−∞
1

1
x
+ 3

x2
=
[

1
0−

]
= −∞.

Funkcija nema horizontalnih asimptota.

(d) lim
x→±∞

x−1⌊:x
2

x2+1⌊:x
2 = lim

x→±∞

1
x
− 1

x2

1+ 1
x2

=
[
0−0
1+0

]
= 0

1
= 0.

Dakle, pravac y = 0 je horizontalna asimptota funkcije f s obje strane.
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4.8.2 Vertikalna asimptota

Pravac x = x0 je vertikalna asimptota funkcije f u to£ki x0 ∈ R s lijeve
strane ako je

lim
x→x−

0

f(x) = +∞

ili
lim

x→x−
0

f(x) = −∞

Pravac x = x0 je vertikalna asimptota funkcije f u to£ki x0 ∈ R s desne
strane ako je

lim
x→x+

0

f(x) = +∞

ili
lim
x→x+

0

f(x) = −∞

Ako je f(x) = h(x)
g(x)

onda su kandidati za vertikalne asimptote pravci okomiti
na os y koje prolaze nulto£kama funkcije g.

Zadatak 4.8.3. Odredite vertikalne asimptote funkcije f(x) = x
x2+x−6

£iji je
graf zadan na slici.

−4 −3 2 4

−2

2

Rje²enje:
Pravaci x = −3 i x = 2 su vertikalne asimptote funkcije f(x) = x

x2+x−6
.

Zadatak 4.8.4. Odredite vertikalne asimptote sljede¢ih funkcija

(a) f(x) = x2+3x+2
x2+4x+3

(b) f(x) = x2−2x+1
x−1
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(c) f(x) = 1
x2

Rje²enje:

(a) x2 + 4x+ 3 = 0⇒ x1 = −1, x2 = −3

lim
x→−1

x2 + 3x+ 2

x2 + 4x+ 3
= lim

x→−1

(x+ 1)(x+ 2)

(x+ 1)(x+ 3)
= lim

x→−1

x+ 2

x+ 3
=

[
−1 + 2

−1 + 3

]
=

1

2

lim
x→−3+

x2 + 3x+ 2

x2 + 4x+ 3
= lim

x→−3+

(x+ 1)(x+ 2)

(x+ 1)(x+ 3)
= lim

x→−3+

x+ 2

x+ 3
=

[
−1
0+

]
= −∞

lim
x→−3−

x2 + 3x+ 2

x2 + 4x+ 3
= lim

x→−3−

(x+ 1)(x+ 2)

(x+ 1)(x+ 3)
= lim

x→−3−

x+ 2

x+ 3
=

[
−1
0−

]
= +∞

Pravac x = −3 je vertikalna asimptota funkcije f . Pravac x = −1 nije
vertikalna asimptota funkcije f .

(b) x− 1 = 0⇒ x = 1

lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x− 1
= lim

x→1

(x− 1)2

(x− 1)
= lim

x→1
x− 1 = [1− 1] = 0

Funkcija nema vertikalnih asimptota.

(c) x2 = 0⇒ x = 0

lim
x→0

1

x2
=

[
1

0+

]
= +∞

Pravac x = 0 je vertikalna asimptota funkcije f .

4.8.3 Kosa asimptota

Pravac y = kx+ l, k, l ∈ R, k ̸= 0 je kosa asimptota funkcije f s lijeve strane
ako je

lim
x→−∞

f(x)
x

= k i lim
x→−∞

(f(x)− kx) = l,

odnosno kosa asimptota funkcije f s desne strane ako je

lim
x→+∞

f(x)
x

= k i lim
x→+∞

(f(x)− kx) = l.

Napomena 4.8.2. Ako funkcija ima horizontalnu asimptotu s jedne strane,
onda ne moºe imati kosu asimptotu s te strane. Vrijedi i obrat, ako funkcija
ima kosu asimptotu s jedne strane, onda na toj strani ne moºe imati hori-
zontalnu asimptotu. Funkcija moºe imati najvi²e dvije kose asimptote, po
jednu sa svake strane.
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Zadatak 4.8.5. Odredite kose asimptote funkcije f(x) = x2−1
x

£iji je graf
zadan na slici.

−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

Rje²enje:
Pravac y = x je kosa asimptota funkcije f(x) = x2−1

x
.

Zadatak 4.8.6. Odredite kose asimptote sljede¢ih funkcija

(a) f(x) = 2−2x2

2x

(b) f(x) = 2x2−2x+1
2x−1

Rje²enje:

(a)

k = lim
x→∞

2−2x2

2x

x
= lim

x→∞

2− 2x2⌊:x2

2x2⌊:x2 = lim
x→∞

2
x2 − 2

2
=

[
0− 2

2

]
= −1

l = lim
x→∞

(
2− 2x2

2x
+ x

)
= lim

x→∞

2− 2x2 + 2x2

2x
= lim

x→∞

1

x
= 0

Pravac y = −x je kosa asimptota funkcije f(x) = 2−2x2

2x
.
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(b)

k = lim
x→∞

2x2−2x+1
2x−1

x
= lim

x→∞

2x2 − 2x+ 1
⌊:x2

2x2 − x⌊:x2 =

= lim
x→∞

2− 2
x
+ 1

x2

2− 1
x

=

[
2− 0 + 0

2− 0

]
= 1

l = lim
x→∞

(
2x2 − 2x+ 1

2x− 1
− x

)
= lim

x→∞

2x2 − 2x+ 1− 2x2 + x

2x− 1
=

= lim
x→∞

−x+ 1⌊:x

2x− 1⌊:x
= lim

x→∞

−1 + 1
x

2− 1
x

=

[
−1 + 0

2− 0

]
=
−1
2

Pravac y = x− 1
2
je kosa asimptota funkcije f(x) = 2x2−2x+1

2x−1
.

4.9 Derivacija funkcije

Povijesno su dva po prirodi razli£ita problema bila glavna motivacija za
razvoj diferencijalnog ra£una. Jedan od njih je �zikalni problem nalaºenja
trenutne brzine. Rje²avanjem tog problema bavio se Isaac Newton1. Neka
je s(t), t ≥ 0, funkcija puta to£ke u vremenskom intervalu [0, t]. Prosje£na
brzina te to£ke u vremenskom intervalu [t0, t] de�nira se kao:

v(t0, t) =
s(t)− s(t0)

t− t0

Pitanje je kako de�nirati trenutnu brzinu u trenutnku t0. Ukoliko se smanjuje
interval [t0, t] prosje£na brzina na intervalu postaje sve sli£nija trenutnoj
brzini. Odnosno, problem se moºe rje²iti promatranjem limesa

lim
t→t0

s(t)− s(t0)

t− t0
,

ako taj limes postoji. Drugi problem koji je doveo do izuma diferencijalnog
ra£una je problem nalaºenja tangente na graf funkcije f u nekoj to£ki x0.
Tim problemom bavio se Gottfried Wilhelm Leibniz2. Sekanta je pravac koji
sije£e graf funkcije u dvije to£ke. Koe�cijent smjera sekante funkcije koja
prolazi kroz to£ke x0 i x dan je s:

ks =
f(x)− f(x0)

x− x0

1Isaac Newton, (Woolsthorpe, 25. prosinca 1642. � Kensington, 20. oºujka 1727.),
engleski �zi£ar, matemati£ar i astronom.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (Leipzig, 1. srpnja 1646. � Hannover, 14. studenog 1716.),
njema£ki �lozof, matemati£ar, �zi£ar i diplomat.
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Tangenta u to£ki x0 je pravac koji graf funkcije dodiruje u to£ki x0. Ukoliko
se smanjuje udaljenost izme�u to£aka x i x0 sekanta koja prolazi kroz x i x0

postaje sve sli£nija tangenti u x0. Dakle, koe�cijent smjera tangente moºe se
dobiti promatraju¢i limes

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

,

ako taj limes postoji.

x0x→ x0

f(x)

f(x0)

4.9.1 De�nicija derivacije funkcije

Neka je funkcija f de�nirana na intervalu I ⊆ R i x0 ∈ I. Kaºe se da je
funkcija f derivabilna ili diferencijabilna u to£ki x0 ako postoji

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

Tada se vrijednost lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

ozna£ava s f ′(x0) i zove derivacija funkcije

f u to£ki x0. Ako je funkcija f derivabilna u svakoj to£ki x ∈ I onda je do-
bro de�nirana funkcija koja svakom x ∈ I pridruºuje derivaciju f ′(x). Takva
funkcija ozna£ava se s f ′ i zove derivacija funkcije f . U praksi derivacije
funkcija ne traºe se po de�niciji, ve¢ se koristi tablica ve¢ unaprijed izra£u-
natih derivacija i pravila deriviranja.
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4.9.2 Tablica derivacija

� c′ = 0, c ∈ R

� x′ = 1

� (xn)′ = nxn−1, n ∈ Z

� (xa)′ = axa−1, a ∈ R, x > 0

� (
√
x)′ = 1

2
√
x

� (sinx)′ = cosx

� (cosx)′ = − sinx

� (tgx)′ = 1
(cosx)2

� (ctgx)′ = − 1
(sinx)2

� (arcsinx)′ = 1√
1−x2

� (arccosx)′ = − 1√
1−x2

� (arctgx)′ = 1
1+x2

� (arcctgx)′ = − 1
1+x2

� (ax)′ = ax ln a

� (ex)′ = ex

� (loga x)
′ = 1

x ln a

� (lnx)′ = 1
x

4.9.3 Pravila deriviranja

� (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)

� (f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

�

(
f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)
, za g(x) ̸= 0

� (c · f(x))′ = c · f ′(x)

� (f ◦ g)′(x) = (f (g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)
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Derivacija zbroja i razlike

Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable i c ∈ R konstanta.
Tada vrijedi:

� (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)

� (c · f(x))′ = c · f ′(x)

Zadatak 4.9.1. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) = 5

(b) f(x) = x+ 3

(c) f(x) = sinx− cosx

(d) f(x) = 4x2

(e) f(x) = 2x3 − 6x+ 2

(f) f(x) =
3
√
x5

(g) f(x) =
4
√
x3 + 2 4

√
x

(h) f(x) = 5ex

(i) f(x) = 1
x

(j) f(x) = log3 x

(k) f(x) = 4 · 5x

Rje²enje:

(a) (f(x))′ = 5′ = 0

(b) (f(x))′ = (x+ 3)′ = x′ + 3′ = 1 + 0 = 1

(c) (f(x))′ = (sinx − cosx)′ = (sinx)′ − (cosx)′ = cosx − (− sinx) =
cosx+ sinx

(d) (f(x))′ = (4x2)′ = 4(x2)′ = 4 · 2x2−1 = 8x

(e) (f(x))′ = (2x3−6x+2)′ = (2x3)′−(6x)′+(2)′ = 2·3x2−6·1+0 = 6x2−6

(f) (f(x))′ = (
3
√
x5)′ = (x

5
3 )′ = 5

3
x

5
3
−1 = 5

3
x

2
3 = 5

3

3
√
x2
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(g) (f(x))′ = (
4
√
x3 + 2 4

√
x)′ = (

4
√
x3)′ + (2 4

√
x)′ = (x

3
4 )′ + 2(x

1
4 )′ = 3

4
x

−1
4 +

2 · 1
4
x

−3
4 = 3

4 4√x
+ 1

2
4√
x3

(h) (f(x))′ = (5ex)′ = 5ex

(i) (f(x))′ = ( 1
x
)′ = (x−1)′ = −x−2 = − 1

x2

(j) (f(x))′ = (log3 x)
′ = 1

x ln 3

(k) (f(x))′ = (4 · 5x)′ = 4 · 5x ln 5

Derivacija umno²ka

Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable. Tada za derivaciju
umno²ka f · g vrijedi:

(f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Zadatak 4.9.2. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) = x · sinx

(b) f(x) = x3 · lnx

(c) f(x) = (x+ 3) · (x2 + 1)

(d) f(x) =
√
x · cosx

(e) f(x) = (1 + x2) · arctgx

Rje²enje:

(a)

(f(x))′ = (x · sinx)′ = x′ sinx+ x(sinx)′ = 1 · sinx+ x cosx =

= sinx+ x cosx

(b)

(f(x))′ = (x3 lnx)′ = (x3)′ lnx+ x3(lnx)′ = 3x2 lnx+ x3 1

x
=

= 3x2 lnx+ x2
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(c)

(f(x))′ = ((x+ 3)(x2 + 1))′ =

= (x+ 3)′(x2 + 1) + (x+ 3)(x2 + 1)′ =

= (1 + 0)(x2 + 1) + (x+ 3)(2x+ 0) =

= x2 + 1 + 2x2 + 6x = 3x2 + 6x+ 1

(d)

(f(x))′ = (
√
x cosx)′ = (

√
x)′ cosx+

√
x(cosx)′ =

cosx

2
√
x
−
√
x sinx

(e)

(f(x))′ = ((1 + x2)arctgx)′ =

= (1 + x2)′arctgx+ (1 + x2)(arctgx)′ =

= 2x · arctgx+
1 + x2

1 + x2
= 2x · arctgx+ 1

Derivacija kvocijenta

Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable i neka je g(x) ̸= 0
za svaki x iz domene funkcija. Tada za derivaciju kvocijenta f

g
vrijedi:(

f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

Zadatak 4.9.3. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) = x2

x+1

(b) f(x) = lnx
x

(c) f(x) = sinx
x

(d) f(x) = x2+1√
x

(e) f(x) = ex+1
ex−1

Rje²enje:

(a)

(f(x))′ = (
x2

x+ 1
)′ =

(x2)′(x+ 1)− x2(x+ 1)′

(x+ 1)2
=

=
2x(x+ 1)− x2(1 + 0)

(x+ 1)2
=

2x2 + 2x− x2

(x+ 1)2
=

x2 + 2x

(x+ 1)2
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(b)

(f(x))′ = (
lnx

x
)′ =

(lnx)′x− lnx(x)′

x2
=

1
x
x− lnx

x2
=

1− lnx

x2

(c)

(f(x))′ = (
sinx

x
)′ =

(sinx)′x− sinx(x)′

x2
=

x cosx− sinx

x2

(d)

(f(x))′ = (
x2 + 1√

x
)′ =

(x2 + 1)′
√
x− (x2 + 1)(

√
x)′

x
=

2x
√
x− x2+1

2
√
x

x
=

=

4x2−x2−1
2
√
x

x
=

3x2 − 1

2x
√
x

(e)

(f(x))′ = (
ex + 1

ex − 1
)′ =

(ex + 1)′(ex − 1)− (ex + 1)(ex − 1)′

(ex − 1)2
=

=
ex(ex − 1)− (ex + 1)ex

(ex − 1)2
=

=
e2x − ex − e2x − ex

(ex − 1)2
=
−2ex

(ex − 1)2

Derivacija kompozicije

Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable takve da je f ◦ g
dobro de�nirana funkcija. Za derivaciju kompozicije f ◦ g vrijedi:

(f ◦ g)′(x) = (f (g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)

Zadatak 4.9.4. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) = sin(x3)

(b) f(x) = (sinx)3

(c) f(x) = ln(3x)

(d) f(x) = e3x

(e) f(x) = (x2 + 2x+ 1)4
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(f) f(x) = 3
√
3x+ 3

Rje²enje:

(a)

(f(x))′ = (sin
(
x3
)
)′ = cos

(
x3
)
· (x3)′ = cos

(
x3
)
· 3x2 = 3x2 cos

(
x3
)

(b)

(f(x))′ = ((sinx)3)′ = 3(sinx)2 · (sinx)′ = 3(sinx)2 · cosx

(c)

(f(x))′ = (ln(3x))′ =
1

3x
· (3x)′ = 1

3x
· 3 =

1

x

(d)

(f(x))′ = (e3x)′ = e3x · (3x)′ = e3x · 3 = 3e3x

(e)

(f(x))′ = ((x2 + 2x+ 1)4)′ = 4(x2 + 2x+ 1)3(x2 + 2x+ 1)′ =

= 4(x2 + 2x+ 1)3(2x+ 2)

(f)

(f(x))′ = ( 3
√
3x+ 3)′ = ((3x+ 3)

1
3 )′ =

1

3
(3x+ 3)−

2
3 (3x+ 3)′ =

=
1

3 3
√

(3x+ 3)2
· 3 =

1
3
√

(3x+ 3)2

4.9.4 Derivacije vi²eg reda

Deriviranjem funkcije dobije se nova funkcija, pa ukoliko je derivacija f ′

funkcije f derivabilna moºe se promatrati derivacija derivacije f ′. Takva
funkcija, u oznaci f ′′ naziva se derivacija drugog reda ili druga derivacija
funkcije f . Dakle, za drugu derivaciju f ′′ vrijedi:

f ′′(x) = (f ′(x))′.

Analogno, ako je de�nirana i derivabilna derivacija reda n−1 f (n−1), derivacija
reda n f (n) de�nira se kao derivacija derivacije reda n− 1, to jest vrijedi:

f (n)(x) = (f (n−1))′.
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Zadatak 4.9.5. Odredite druge derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) = sinx

(b) f(x) = x2 + 3x+ 1

(c) f(x) = ex
2

(d) f(x) = x+1
x

(e) f(x) = (2x+ 3)3

Rje²enje:

(a) (f(x))′′ = (sinx)′′ = (cosx)′ = − sinx

(b) (f(x))′′ = (x2 + 3x+ 1)′′ = (2x+ 3)′ = 2

(c) (f(x))′′ = (ex
2
)′′ = (ex

2
2x)′ = ex

2
2x+ ex

2 · 2 = ex
2
(2x+ 2)

(d)

(f(x))′′ = (
x+ 1

x
)′′ = (

1 · x− (x+ 1) · 1
x2

)′ = (
x− x− 1

x2
)′ =

= (
−1
x2

)′ = (−x−2)′ = 2x−3 =
2

x3

(e)

(f(x))′′ = ((2x+ 3)3)′′ = (3((2x+ 3)2 · 2))′ = (6(2x+ 3)2)′ =

= 12(2x+ 3) · 2 = 24(2x+ 3) = 48x+ 72

4.9.5 Primjena derivacije

U uvodu poglavlja o derivacijama razmatrala se primjena derivacije na prob-
lem ra£unanja trenutne brzine i problem ra£unanja koe�cijenta tangente
na graf funkcije. U ovom poglavlju navodimo jo² tri primjene derivacija
u matematici.

Ra£unanje limesa

Ako se prilikom traºenja limesa funkcije dane formulom pri formalnoj zamjeni
varijable s brojem prema kojem x dobiju izrazi oblika

0
0
ili ∞

∞
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nije mogu¢e odrediti je li dobiveni rezultat realan broj. U takvim situacijama,
ako su funkcije u brojniku i nazivniku kvocijenta derivabilne moºe se koristiti
L'Hospitalovo pravilo. Ako su f i g derivabilne funkcije za koje vrijedi
lim
x→x0

f(x) = 0 i lim
x→x0

g(x) = 0 ili lim
x→x0

f(x) =∞ i lim
x→x0

g(x) =∞ onda vrijedi:

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Napomena 4.9.1. Gornje pravilo vrijedi i u slu£aju kad x teºi k ∞.

Primjer 4.9.1. Odredite

lim
x→∞

2x2 + 3

x2 − 1

Kad x teºi k ∞ onda 2x2 + 3 i x2 − 1 teºe k ∞, pa imamo neodre�en oblik
∞
∞ . Iz L'Hospitalovog pravila slijedi:

lim
x→∞

2x2 + 3

x2 − 1
= lim

x→∞

(2x2 + 3)′

(x2 − 1)′
= lim

x→∞

(4x)′

(2x)′
= lim

x→∞

4

2
= 2

Primjer 4.9.2. Odredite

lim
x→−1

x2 + 2x+ 1

x2 + 3x+ 2

x = −1 je nulto£ka brojnika i nazivnika, pa imamo neodre�en oblik 0
0
. Iz

L'Hospitalovog pravila slijedi:

lim
x→−1

x2 + 2x+ 1

x2 + 3x+ 2
= lim

x→−1

(x2 + 2x+ 1)′

(x2 + 3x+ 2)′
= lim

x→−1

2x+ 2

2x+ 3
=

0

1
= 0

Monotonost i ekstremi funkcije

Ako je funkcija f derivabilna moºe se koristiti derivacija funkcije kako bi
se odredili intervali monotonosti i ekstremi funkcije. Naime, vrijedi da je
derivabilna funkcija:

� strogo rastu¢a na intervalu I ⊆ R ako i samo ako je f ′(x) > 0 za svaki
x ∈ I,

� strogo padaju¢a na intervalu I ⊆ R ako i samo ako je f ′(x) < 0 za
svaki x ∈ I.

Dakle, za odre�ivanje intervala rasta i pada derivabilne funkcije f potrebno
je najprije na¢i njenu derivaciju f ′ i zatim rije²iti nejednadºbu f ′(x) > 0.



4.9. DERIVACIJA FUNKCIJE 157

� Rje²enje nejednadºbe f ′(x) > 0 je interval rasta funkcije f .

� Rje²enje nejednandºbe f ′(x) < 0 je interval pada funkcije f .

To£ke za koje vrijedi f ′(x) = 0 zovu se stacionarne to£ke. Ako deriv-
abilna funkcija f ima lokalni ekstrem u to£ki x0 onda je f ′(x0) = 0. To jest,
svaki lokalni ekstrem derivabilne funkcije f je ujedno i stacionarna to£ka.
Me�utim, obrat ne vrijedi. Postoje stacionarne to£ke koje nisu lokalni ek-
stremi. Kako bismo provjerili da je stacionarna to£ka ekstrem koristi se druga
derivacija. Ako je funkcija dvostruko derivabilna i u stacionarnoj to£ki x vri-
jedi:

� f ′′(x) > 0 onda je x lokalni minimum.

� f ′′(x) < 0 onda je x lokalni maksimum.

Zadatak 4.9.6. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije
f .

f(x) =
1

3
x3 − 9x+ 8

Rje²enje:
Vrijedi f ′(x) = x2 − 9. Kako bi se odredili intervale monotonosti funkcije f
potrebno je rije²iti nejednadºbu f ′(x) > 0.

x2 − 9 > 0⇒ (x− 3)(x+ 3) > 0

−∞ -3 3 +∞

x-3 - - +
x+3 - + +
f'(x) + - +

Funkcija raste na intervalu ⟨−∞,−3⟩ ∪ ⟨3,+∞⟩. Funkcija pada na inter-
valu ⟨−3, 3⟩.

Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne to£ke funkcije f . Sta-
cionarne to£ke se dobiju rje²avaju¢i jednadºbu f ′(x) = 0.

x2 − 9 = 0⇒ x1, x2 = ±3

Za odre�ivanje jesu li x1 i x2 lokalni ekstremi potrebno je na¢i drugu derivaciju
f ′′ funkcije f .

f ′′(x) = 2x

f ′′(−3) = 2 · (−3) = −6 < 0 ⇒ M(−3, f(−3)) = (−3, 26) je lokalni maksi-
mum.
f ′′(3) = 2 · 3 = 6 > 0⇒ m(3, f(3)) = (2,−10) je lokalni minimum.
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Konveksnost i konkavnost funkcije

Ako je funkcija f dva puta derivabilna na intervalu I ⊆ R onda se pomo¢u
predznaka druge derivacije odre�uju intervali konveksnosti i konkavnosti funkcije
f . Vrijedi da je dva put derivabilna funkcija f :

� konveksna na I ako i samo ako je f ′′(x) > 0 za svaki x ∈ I,

� konkavna na I ako i samo ako je f ′′(x) < 0 za svaki x ∈ I.

To£ka u kojoj je f ′′(x) = 0 nazivamo to£ka in�eksije.

Zadatak 4.9.7. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti, te to£ke in-
�eksije funkcije f(x) = x3.
Rje²enje:
f ′′(x) = (x3)′′ = (3x2)′ = 6x. Rje²enje nejednadºbe f ′′(x) > 0:
6x > 0⇒ x > 0.
Funkcija je konkavna na intervalu ⟨−∞, 0⟩ i konveksna na intervalu ⟨0,+∞⟩.
x = 0 je to£ka in�eksije.

4.10 Skiciranje grafa funkcije

Graf funkcije f : X → Y , X, Y ⊆ R je skup svih to£aka (x, f(x)) gdje je
x ∈ X = D(f). Za skiciranje graf funkcije f potrebno je odrediti:

� Domenu funkcije f

� Sjeci²ta funkcije f s koordinatnim osima:

� Sjeci²te s x-osi su nulto£ke funkcije f koje se odre�uju rje²avanjem
jednadºbe f(x) = 0

� Sjeci²te s y-osi je f(0)

� Asimptote funkcije f .

� Intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije f

Napomena 4.10.1. Za jo² precizniji gra�£ki prikaz funkcije moºe se provesti
analiza konkavnosti i konveksnosti te parnosti funkcije.

Primjer 4.10.1. Skicirajte graf funkcije f(x) = x3 + 3x2.

� Domena funkcije f je cijeli skup R.
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� Sjeci²ta s x-osi odre�uju se rje²avanjem jednadºbe x3 + 3x2 = 0.

x3 + 3x2 = 0

x2(x+ 3) = 0

x1,2 = 0

x3 = −3

Sjeci²te s y-osi je to£ka (0, f(0)) = (0, 03 + 3 · 02) = (0, 0).

� lim
x→∞

x3 + 3x2 =∞⇒ horizontalna asimptota ne postoji.

Vertikalna asimptota ne postoji jer je lim
x→a

f(x) = f(a) za svaku to£ku

domene a ∈ R = D(f).
lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

x3+3x2

x
= lim

x→∞
x2+x =∞⇒ kosa asimptota ne postoji.

� Intervali monotonosti odre�uju se rje²avaju¢i nejednadºbu f ′(x) > 0.
f ′(x) = 3x2 + 6x = 3x(x+ 2) > 0.

−∞ -2 0 +∞

3x - - +
x+2 - + +
f'(x) + - +

Funkcija raste na intervalu ⟨−∞,−2⟩ ∪ ⟨0,+∞⟩.
Funkcija pada na intervalu ⟨−2, 0⟩.
Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne to£ke, x1 = 0, x2 = −2.
Pomo¢u druge derivacije odre�uje se radi li se o lokalnom minimumu
ili maksimumu

f ′′(x) = (3x2 + 6x)′ = 6x+ 6

f ′′(0) = 6 · 0 + 6 = 6 > 0⇒ (0, f(0)) = (0, 0) je lokalni minimum.
f ′′(−2) = 6 · (−2) + 6 = −6 < 0 ⇒ (−2, f(−2)) = (0, 4) je lokalni
maksimum.

Graf funkcije f :
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−4 −3 −2 −1 1 2

−2

2

4

Primjer 4.10.2. Skicirajte graf funkcije f(x) = 4
x2−4

.

� Domena funkcije f je R \ {−2, 2} jer su x1,2 = ±2 nulto£ke nazivnika
x2 − 4 = (x− 2)(x+ 2).

� Funkcija f ne sje£e x-os jer jednadºba 4
x2−4

= 0 nema rje²enja.
Sjeci²te s y-osi je to£ka (0, f(0)) = (0, 4

02−4
) = (0,−1).

� lim
x→∞

4
x2−4

= 0 ⇒ Pravac y = 0 je (lijeva i desna) horizontalna asimp-
tota.
Vertikalne asimptote traºe se u nulto£kama nazivnika funkcije f , x1,2 =
±2:

lim
x→−2−

4

x2 − 4
=

[
4

0+

]
= +∞

lim
x→−2+

4

x2 − 4
=

[
4

0−

]
= −∞

lim
x→2−

4

x2 − 4
=

[
4

0−

]
= −∞

lim
x→2+

4

x2 − 4
=

[
4

0+

]
= +∞

Pravci x = −2 i x = 2 su vertikalne asimptote.
Kosih asimptota nema jer postoji horizontalna asimptota.

� Intervali monotonosti odre�uju se rje²avaju¢i nejednadºbu f ′(x) > 0.
f ′(x) = ( 4

x2−4
)′ = (4(x2 − 4)−1)′ = −4(x2 − 4)−2 · 2x = −8x

(x2−4)2
> 0

(x2 − 4)2 je ve¢e od 0 za svaki x ̸= ±2, pa je

f ′(x) > 0⇔ −8x > 0, x ̸= ±2⇔ x < 0, x ̸= ±2
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Funkcija raste na intervalu ⟨−∞,−2⟩ ∪ ⟨−2, 0⟩.
Funkcija pada na intervalu ⟨0, 2⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩.
Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne to£ke to jest, nulto£ke
f ′(x) = −8x

(x2−4)2
to jest x = 0. Kako bi odredili radi li se o lokalnom

minimumu ili maksimumu traºi se

f ′′(x) = (
−8x

(x2 − 4)2
)′ =

−8((x2 − 4)2)− (−8x)(2(x2 − 4) · 2x)
(x2 − 4)4

=

=
8(x2 − 4)(−(x2 − 4) + 4x2)

(x2 − 4)4
=

=
8(−x2 + 4 + 4x2)

(x2 − 4)3
=

8(3x2 + 4)

(x2 − 4)3

f ′′(0) =
8(3 · 02 + 4)

(02 − 4)3
=

32

−64
= −0.5 < 0⇒ (0, f(0)) = (0, 1)

je lokalni maksimum.

Graf funkcije f :

−6 −4 −2 2 4 6

−4

−2

2

4

Primjer 4.10.3. Skicirajte graf funkcije f(x) = x2

x2−1
.

� Domena funkcije f je R \ {−1, 1} jer su x1,2 = ±1 nulto£ke nazivnika
x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1).

� Sjeci²ta s x-osi odre�ujemo rje²avanjem jednadºbe x2

x2−1
= 0 ⇒ x2 =

0⇒ x = 0.
Sjeci²te s y-osi je to£ka (0, f(0)) = (0, 02

02−1
) = (0, 0).
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�

lim
x→∞

x2⌊:x2

x2 − 1⌊:x
2 = lim

x→∞

1

1− 1
x2

=

[
1

1− 0

]
= 1

Pravac y = 1 je (lijeva i desna) horizontalna asimptota.
Vertikalne asimptote traºe se u nulto£kama nazivnika funkcije f ,
x1,2 = ±1:

lim
x→−1−

x2

x2 − 1
=

[
1

0+

]
= +∞

lim
x→−1+

x2

x2 − 1
=

[
1

0−

]
= −∞

lim
x→1−

x2

x2 − 1
=

[
1

0−

]
= −∞

lim
x→1+

x2

x2 − 1
=

[
1

0+

]
= +∞

Pravci x = −1 i x = 1 su vertikalne asimptote.
Kosih asimptota nema jer postoji horizontalna asimptota.

� Intervali monotonosti odre�uju se rje²avaju¢i nejednadºbu f ′(x) > 0.
f ′(x) = ( x2

x2−1
)′ = 2x(x2−1)−x2·2x

(x2−1)2
= 2x3−2x−2x3

(x2−1)2
= −2x

(x2−1)2
> 0

(x2 − 1)2 je ve¢e od 0 za svaki x ̸= ±1, pa je

f ′(x) > 0⇔ −2x > 0, x ̸= ±1⇔ x < 0, x ̸= ±1

Funkcija raste na intervalu ⟨−∞,−1⟩ ∪ ⟨−1, 0⟩.
Funkcija pada na intervalu ⟨0, 1⟩ ∪ ⟨1,+∞⟩.
Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne to£ke to jest, nulto£ke
f ′(x) = −2x

(x2−1)2
to jest x = 0. Kako bi odredili radi li se o lokalnom

minimumu ili maksimumu traºi se

f ′′(x) = (
−2x

(x2 − 1)2
)′ =

−2((x2 − 1)2)− (−2x)(2(x2 − 1) · 2x)
(x2 − 1)4

=

=
(x2 − 1)(−2(x2 − 1) + 8x2)

(x2 − 1)4
=

=
−2x2 + 2 + 8x2

(x2 − 1)3
=

6x2 + 2

(x2 − 1)3

f ′′(0) =
6 · 02 + 2

(02 − 1)3
=

2

−1
= −2 < 0⇒ (0, f(0)) = (0, 0)
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je lokalni maksimum.

Graf funkcije f :

−4 −2 2 4

−2

2

4

Primjer 4.10.4. Skicirajte graf funkcije f(x) = x3

3x2−1
.

� Domena funkcije f je R\{−
√
3
3
,
√
3
3
} jer su x1,2 = ±

√
3
3
nulto£ke nazivnika

3x2 − 1 = (
√
3x− 1)(

√
3x+ 1).

� Sjeci²ta s x-osi odre�uju se rje²avanjem jednadºbe

x3

3x2 − 1
= 0⇒ x3 = 0⇒ x = 0

Sjeci²te s y-osi je to£ka (0, f(0)) = (0, 03

3·02−1
) = (0, 0).

�

lim
x→∞

x3⌊:x3

3x2 − 1⌊:x
3 = lim

x→∞

1
3
x
− 1

x3

=

[
1

0

]
=∞

Horizontalna asimptota ne postoji.
Vertikalne asimptote traºe se u nulto£kama nazivnika funkcije f ,
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x1,2 = ±
√
3
3
:

lim
x→−

√
3

3

−

x3

3x2 − 1
=

[−1
3

0+

]
= −∞

lim
x→−

√
3

3

+

x3

3x2 − 1
=

[−1
3

0−

]
= +∞

lim
x→

√
3

3

−

x3

3x2 − 1
=

[ 1
3

0−

]
= −∞

lim
x→

√
3

3

+

x3

3x2 − 1
=

[ 1
3

0+

]
= +∞

Pravci x = −
√
3
3

i x =
√
3
3

su vertikalne asimptote.

k = lim
x→∞

x3

3x2−1

x
= lim

x→∞

x3

3x3 − x
= lim

x→∞

x3⌊:x3

3x3 − x⌊:x3 =
1

3− 1
x2

=

=

[
1

3− 0

]
=

1

3

l = lim
x→∞

(
x3

3x2 − 1
− 1

3
x

)
= lim

x→∞

3x3 − 3x3 + x

3(3x2 − 1)
=

= lim
x→∞

x⌊:x2

3(3x2 − 1)⌊:x
2 = lim

x→∞

1
x

3(3− 1
x2 )

=

[
0

3(3− 0)

]
= 0

Pravac y = x je (lijeva i desna) kosa asimptota.

� Intervali monotonosti odre�uju se rje²avaju¢i nejednadºbu f ′(x) > 0.

f ′(x) = (
x3

3x2 − 1
)′ =

3x2(3x2 − 1)− x3 · 6x
(3x2 − 1)2

=

=
9x4 − 3x2 − 6x4

(3x2 − 1)2
=

3x4 − 3x2

(3x2 − 1)2
=

=
3x2(x2 − 1)

(3x2 − 1)2
> 0
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3x2

(3x2−1)2
je ve¢e od 0 za svaki x ̸= ±

√
3
3
, pa je

f ′(x) > 0⇔ x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) > 0, x ̸= ±
√
3

3

−∞ -1 1 +∞

x-1 - - +
x+1 - + +
f'(x) + - +

Funkcija raste na intervalu ⟨−∞,−1⟩ ∪ ⟨1,+∞⟩.
Funkcija pada na intervalu

〈
−1,−

√
3
3

〉
∪
〈
−

√
3
3
,
√
3
3

〉
∪
〈√

3
3
, 1
〉
.

Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne to£ke to jest, nulto£ke
f ′(x) = 3x2(x2−1)

(3x2−1)2
to jest x1,2 = ±1, x3 = 0. Kako bi odredili radi li se o

lokalnom minimumu ili maksimumu traºi se

f ′′(x) = (
x3

3x2 − 1
)′ =

6x(x2 + 1)

(3x2 − 1)3

f ′′(−1) = 6(−1)((−1)2+1)
(3(−1)2−1)3

= −12
8

= −1.5 < 0 ⇒ (−1, f(1)) = (−1,−0.5)
je lokalni maksimum.
f ′′(1) = 6·1(12+1)

(3·12−1)3
= 12

8
= 1.5 > 0 ⇒ (1, f(1)) = (1, 0.5) je lokalni mini-

mum.
f ′′(0) = 6·0(02+1)

(3·02−1)3
= 0. Prva derivacija u to£ki 0 ne mijenja predznak , pa

je 0 stacionarna to£ka koja nije lokalni minimum ni lokalni maksimum.

Graf funkcije f :

−2 −1 1 2

−1

1
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Primjer 4.10.5. Skicirajte graf funkcije f(x) = x3

x2−1
.

� Domena funkcije f je R \ {−1, 1} jer su x1,2 = ±1 nulto£ke nazivnika
x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1).

� Sjeci²ta s x-osi odre�uju se rje²avanjem jednadºbe

x3

x2 − 1
= 0⇒ x3 = 0⇒ x = 0

Sjeci²te s y-osi je to£ka (0, f(0)) = (0, 03

·02−1
) = (0, 0).

�

lim
x→∞

x3⌊:x3

x2 − 1⌊:x
3 = lim

x→∞

1
1
x
− 1

x3

=

[
1

0

]
=∞

Horizontalna asimptota ne postoji.
Vertikalne asimptote traºe se u nulto£kama nazivnika funkcije f ,
x1,2 = ±1:

lim
x→−1−

x3

x2 − 1
=

[ −1
3

0+

]
= −∞

lim
x→−1+

x3

x2 − 1
=

[ −1
3

0−

]
= +∞

lim
x→1−

x3

x2 − 1
=

[ 1
3

0−

]
= −∞

lim
x→1+

x3

x2 − 1
=

[ 1
3

0+

]
= +∞

Pravci x = −1 i x = 1 su vertikalne asimptote.

k = lim
x→∞

x3

x2−1

x
= lim

x→∞

x3

x3 − x
=

= lim
x→∞

x3⌊:x3

x3 − x⌊:x3 =
1

1− 1
x2

=

[
1

1− 0

]
= 1

l = lim
x→∞

(
x3

x2 − 1
− x

)
= lim

x→∞

x3 − x3 + x

x2 − 1
=

= lim
x→∞

x⌊:x2

x2 − 1⌊:x
2 = lim

x→∞

1
x

1− 1
x2

=

[
0

1− 0)

]
= 0
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Pravac y = x je (lijeva i desna) kosa asimptota.

� Intervali monotonosti odre�uju se rje²avaju¢i nejednadºbu f ′(x) > 0.

f ′(x) = (
x3

x2 − 1
)′ =

x2(x2 − 3)

(x2 − 1)2
> 0

x2

(x2−1)2
je ve¢e od 0 za svaki x ̸= ±1, pa je

f ′(x) > 0⇔ x2 − 3 = (x−
√
3)(x+

√
3) > 0, x ̸= ±1

−∞ −
√
3
√
3 +∞

x−
√
3 - - +

x−
√
3 - + +

f'(x) + - +

Funkcija raste na intervalu
〈
−∞,−

√
3
〉
∪
〈
−
√
3,+∞

〉
.

Funkcija pada na intervalu
〈
−
√
3,−1

〉
∪ ⟨−1, 1⟩ ∪

〈
1,
√
3
〉
.

Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne to£ke to jest, nulto£ke
f ′(x) = x2(x2−3)

(x2−1)2
to jest x1,2 = ±

√
3, x3 = 0. Kako bi odredili radi li se

o lokalnom minimumu ili maksimumu traºi se

f ′′(x) = (
x2(x2 − 3)

(x2 − 1)2
)′ =

2x(x2 + 3)

(x2 − 1)3

f ′′(−
√
3) = 2(−

√
3)((−

√
3)2+3)

((−
√
3)2−1)3

= −12
8

= −1.5 < 0 ⇒ (−
√
3, f(−

√
3)) =

(
√
3,−3

√
3

2
) je lokalni maksimum.

f ′′(
√
3) = 2

√
3((

√
3)2+3)

((
√
3)2−1)3

= 12
√
3

8
> 0 ⇒ (

√
3, f(
√
3)) = (

√
3, 3

√
3

2
) je

lokalni minimum.
f ′′(0) = 2·0(02+3)

(02−1)3
= 0. Prva derivacija u to£ki 0 ne mijenja predznak , pa

je 0 stacionarna to£ka koja nije lokalni minimum ni lokalni maksimum.

Graf funkcije f :
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−6 −4 −2 2 4 6

−4

−2

2

4

4.11 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 4.11.1. Jesu li sljede¢e funkcije injekcije?

(a) f(x) = x2 − x4

(b) f(x) = 2−x
3−x

(c) f(x) = sin x

(d) f(x) = ln(x2)

(e) f(x) = (ln x)2

(f) f(x) = x
x−1

(a) f(x) = x2 − x4 nije injekcija jer je, naprimjer, f(1) = 12 − 14 = 0 =
(−1)2 − (−1)4 = f(−1).

(b) Neka su x1, x2 ∈ R \ {3} proizvoljni elementi domene funkcije f . Pret-
postavimo da vrijedi f(x1) = f(x2). Iz toga slijedi:

f(x1) = f(x2)

2− x1

3− x1

=
2− x2

3− x2

(2− x1)(3− x2) = (3− x1)(2− x2)

6− 3x1 − 2x2 + x1x2 = 6− 3x2 − 2x1 + x1x2

−3x1 − 2x2 = −3x2 − 2x1

−x1 = −x2

x1 = x2
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Dakle, funkcija f je injekcija.

(c) f(x) = sinx nije injekcija jer je, naprimjer, f(0) = sin 0 = 0 = sin 2π =
f(2π).

(d) f(x) = ln(x2) nije injekcija jer je, naprimjer, f(1) = ln(12) = ln 1 =
0 = ln 1 = ln(−1)2 = f(−1).

(e) D(f) = ⟨0,+∞⟩ jer je domena prirodnog logaritma ⟨0,+∞⟩. Neka
su x1, x2 ∈ ⟨0,+∞⟩ proizvoljni elementi domene funkcije f . Pret-
postavimo da vrijedi f(x1) = f(x2). Iz toga slijedi:

f(x1) = f(x2)

(lnx1)
2 = (lnx2)

2

(lnx1)
2 − (lnx2)

2 = 0

(lnx1 − lnx2)(lnx1 + lnx2) = 0

Dakle, ili je lnx1 − lnx2 = 0 pa je lnx1 = lnx2, odnosno x1 = x2 ili je

lnx1 + lnx2 = 0

ln(x1 · x2) = 0

ln(x1 · x2) = ln 1

x1 · x2 = 1

x1 =
1

x2

Dakle za, naprimjer, x1 = e i x2 = 1
e
vrijedi x1 ̸= x2 i f(x1) = f(e) =

(ln e)2 = 12 = 1 i f(x2) = f(1
e
) = (ln 1

e
)2 = (−1)2 = 1, pa funkcija f

nije injekcija.

(f) Neka su x1, x2 ∈ R \ {0} proizvoljni elementi domene funkcije f . Pret-
postavimo da vrijedi f(x1) = f(x2). Iz toga slijedi:

f(x1) = f(x2)
x1

x1 − 1
=

x2

x2 − 1

(x1 − 1)(x2) = (x2 − 1)(x1)

x1x2 − x2 = x1x2 − x1

−x2 = −x1

x1 = x2

Dakle, funkcija f je injekcija.
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Zadatak 4.11.2. Jesu li sljede¢e funkcije surjekcije?

(a) f : R→ R, f(x) = x2

(b) f : R→ R, f(x) = x3

Rje²enje:

(a) f : R → R, f(x) = x2 nije surjekcija jer za svaki negativni broj y ∈
⟨−∞, 0⟩ ne postoji x ∈ R takav da je f(x) = x2 = y.

(b) f : R → R, (x) = x3 je surjekcija jer za proizvoljan y ∈ R za x = 3
√
y

vrijedi f(x) = f( 3
√
y) = ( 3

√
y)3 = y.

Zadatak 4.11.3. Jesu li sljede¢e funkcije bijekcije?

(a) f : R→ [0,∞⟩ , f(x) = 4x2

(b) g : R \ {0} → R \ {1}, g(x) = x+1
x

Rje²enje:

(a) f(x) = 4x2 nije injekcija jer je, naprimjer, f(1) = 4·12 = 4 = 4·(−1)2 =
f(−1). Kako nije injekcije, to funkcija f nije ni bijekcija.

(b) Neka su x1, x2 ∈ R \ {0} proizvoljni elementi domene funkcije g. Pret-
postavimo da vrijedi g(x1) = g(x2). Iz toga slijedi:

g(x1) = g(x2)

x1 + 1

x1

=
x2 + 1

x2

x2(x1 + 1) = x1(x2 + 1)

x1x2 + x2 = x1x2 + x1

x2 = x1

Dakle, funkcija g je injekcija. Neka je sad y ∈ R \ {1}. Odredimo
x ∈ R \ {0} takav da je g(x) = y.

g(x) = y

x+ 1

x
= y

x+ 1 = xy

x− xy = −1
x(1− y) = −1

x =
1

y − 1
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g( 1
y−1

) =
1

y−1
+1

1
y−1

=
1+y−1
y−1
1

y−1

= y. Dakle, g je i surjekcija, pa je onda i

bijekcija.

Zadatak 4.11.4. Dan je gra�£ki prikaz funkcije f(x) = x3 − 3x2. Odredite
lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije f .

−1 1 2 3

−4

−2

2

Rje²enje:
Funkcija f raste na ⟨−∞, 0]∪ [2,+∞⟩ i pada na [0, 2]. To£ka (0, 0) je lokalni
maksimum, a to£ka (2,−4) lokalni minimum.

Zadatak 4.11.5. Dan je gra�£ki prikaz funkcije f(x) = −1
4
x4 + 1

3
x3 + x2.

Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije f .

−1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

5
12

8
3

Rje²enje:
Funkcija f raste na ⟨−∞,−1]∪ [0, 2] i pada na [−1, 0]∪ [2,+∞⟩. To£ka (0, 0)
je lokalni minimum, a to£ke (−1, 5

12
) i (2, 8

3
) su lokalni maksimumi.
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Zadatak 4.11.6. Neka su dane funkcije f(x) = log x4

x2−2
i g(x) =

√
x+ 2.

(a) Odredite f ◦ g.

(b) Ispitajte paritet funkcije f .

(c) Odredite g−1.

Rje²enje:

(a) f ◦ g(x) = f(g(x)) = log (
√
x+2)4

(
√
x+2)2−2

= log (x+2)2

x+2−2
= log x2−4x+2

x

(b) f(−x) = log (−x)4

(−x)2−2
= log x4

x2−2
= f(x)⇒ f je parna funkcija.

(c) y =
√
x+ 2⇒ y2 = x+ 2⇒ y2 − 2 = x⇒ g−1(x) = x2 − 2

Zadatak 4.11.7. Neka su dane funkcije f(x) =
√
x− 5 i g(x) = x2−2

x2+5
.

(a) Odredite g ◦ f .

(b) Ispitajte paritet funkcije g.

(c) Odredite g−1.

Rje²enje:

(a) g ◦ f(x) = g(f(x)) =
√
x−5

2−2√
x−5

2
+5

= x−5−2
x−5+5

= x−7
x

(b) g(−x) = (−x)2−2
(−x)2+5

= x2−2
x2+5

= g(x)⇒ g je parna funkcija.

(c) y = x2−2
x2+5

⇒ yx2 + 5y = x2 − 2 ⇒ yx2 − x2 = −2 − 5y ⇒ x2(y − 1) =

−2− 5y ⇒ x2 = −2−5y
y−1

⇒ x =
√

−2−5y
y−1

⇒ g−1(x) =
√

−2−5x
x−1

Zadatak 4.11.8. Neka su dane funkcije f(x) = log x8

x4−3
i g(x) = 4

√
x+ 3.

1. Odredite f ◦ g.

2. Ispitajte paritet funkcije f .

3. Odredite g−1.

Rje²enje:
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(a) f ◦ g(x) = f(g(x)) = log ( 4√x+3)8

( 4√x+3)4−3
= log (x+3)2

x+3−3
= log x2+6x+9

x

(b) f(−x) = log (−x)8

(−x)4−3
= log x8

x4−3
= f(x)⇒ f je parna funkcija.

(c) y = 4
√
x+ 3⇒ y4 = x+ 3⇒ y4 − 3 = x⇒ g−1(x) = x4 − 3

Zadatak 4.11.9. Odredite prirodno podru£je de�nicije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) =
√

x−5
x+5
− 2

(b) f(x) = ln (x−3
x+3
− 2)

(c) f(x) =
√

x2−6
−x
− 5

(d) f(x) =
√

(x+2)(x−5)
2−x

+ ln (x2 − 3x)

(e) f(x) =
√
−x2 + 3x+ 4 + ln

(
(x+3)(1−x)

x

)
Rje²enje:

(a) D(f) = [−15,−5⟩

(b) D(f) = ⟨−9,−3⟩

(c) D(f) = ⟨−∞,−6] ∪ ⟨0, 1]

(d) D(f) = ⟨−∞,−2] ∪ ⟨3, 5]

(e) D(f) = ⟨−∞,−3⟩

Zadatak 4.11.10. Odredite asimptote funkcije f(x) = 3−3x2

3x
.

Rje²enje:
Horizontalna asimptota:

lim
x→∞

3− 3x2

3x
= lim

x→∞

3
x2 − 3

3
x

=∞

Horizontalna asimptota ne postoji.
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Kosa asimptota:

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

3− 3x2

3x2
= lim

x→∞
(
3

3x2
− 1) = −1

l = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
3− 3x2

3x
+ x) = lim

x→∞

3− 3x2 + 3x2

3x
=

= lim
x→∞

1

x
= 0.

Pravac y = −x je kosa asimptota.
Vertikalna asimptota:

x = 0

lim
x→0−

3− 3x2

3x
=

[
3

0−

]
= −∞

lim
x→0+

3− 3x2

3x
=

[
3

0+

]
= +∞

Pravac x = 0 je vertikalna asimptota.

Zadatak 4.11.11. Odredite asimptote funkcije f(x) = 4x2+1
5x−5

.
Rje²enje:
Horizontalna asimptota:

lim
x→∞

4x2 + 1

5x− 5
= lim

x→∞

4 + 1
x2

5
x
− 5

x2

=

[
4

0

]
=∞⇒

ne postoji horizontalna asimptota.
Kosa asimptota:

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

4x2 + 1

5x2 − 5x
= lim

x→∞

4 + 1
x2

5− 5
x

=

[
4

5

]
=

4

5

l = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
4x2 + 1

5x− 5
− 4

5
x

)
= lim

x→∞

4x2 + 1− 4x(x− 1)

5x− 5
=

= lim
x→∞

4x+ 1

5x− 5
= lim

x→∞

4 + 1
x

5− 5
x

=

[
4

5

]
=

4

5

y = 4
5
x+ 4

5
je kosa asimptota.

Vertikalna asimptota:
5x− 5 = 0⇒ x = 1

lim
x→1−

4x2 + 1

5x− 5
=

[
5

0−

]
= −∞
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lim
x→1+

4x2 + 1

5x− 5
=

[
5

0+

]
= +∞

Pravac x = 1 je vertikalna asimptota.

Zadatak 4.11.12. Odredite asimptote funkcije f(x) = x2

x2−4
.

Rje²enje:
Horizontalna asimptota:

lim
x→∞

x2

x2 − 4
= lim

x→∞

1

1− 4
x2

= 1

Pravac y = 1 je horizontalna asimptota.
Kosa asimptota:

Nema kosih asimptota jer postoji horizontalna asimptota.
Vertikalne asimptote:

x2 − 4 = 0⇒ x1 = 2, x2 = −2

lim
x→−2−

x2

x2 − 4
=

[
4

0+

]
= +∞

lim
x→−2+

x2

x2 − 4
=

[
4

0−

]
= −∞

lim
x→2+

x2

x2 − 4
=

[
4

0+

]
= +∞

lim
x→2−

x2

x2 − 4
=

[
4

0−

]
= −∞

x = −2 i x = 2 su vertikalne asimptote.

Zadatak 4.11.13. Zadan je graf funkcije f . Odredite lim
x→+∞

f(x), lim
x→−∞

f(x),

lim
x→−5+

f(x), lim
x→−5−

f(x), lim
x→5+

f(x) i lim
x→5−

f(x) i asimptote funkcije f .

−10 −5 5 10

−10

−5

2

5

10
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Rje²enje:

lim
x→+∞

f(x) = 2

lim
x→−∞

f(x) = 2

lim
x→−5+

f(x) = −∞

lim
x→−5−

f(x) = +∞

lim
x→5+

f(x) = +∞

lim
x→5−

f(x) = −∞

Pravac y = 2 je horizontalna, a pravci x = 5 i x = −5 su vertikalne asimptote.

Zadatak 4.11.14. Odredite prvu derivaciju funkcije

f(x) = esinx + cos

(
x+ 1

x− 1

)

Rje²enje:

f ′(x) =

(
esinx + cos

(
x+ 1

x− 1

))′

=

= esinx cosx− sin

(
x+ 1

x− 1

)
(x+ 1)′(x− 1)− (x+ 1)(x− 1)′

(x− 1)2
=

= esinx cosx− sin

(
x+ 1

x− 1

)
x− 1− x− 1

(x− 1)2
=

= esinx cosx− sin

(
x+ 1

x− 1

)
−2

(x− 1)2

Zadatak 4.11.15. Odredite prvu derivaciju funkcije

f(x) = cos

(
x2 + 1

x

)
+ ln(sinx)

Rje²enje:



4.11. ZADACI ZA VJE�BU 177

f ′(x) =

(
cos

(
x2 + 1

x

)
+ ln(sinx)

)′

=

= − sin

(
x2 + 1

x

)
2x · x− (x2 + 1) · 1

x2
+

cosx

sinx
=

= − sin

(
x2 + 1

x

)
2x2 − x2 − 1

x2
+ ctgx =

= − sin

(
x2 + 1

x

)
x2 − 1

x2
+ ctgx

Zadatak 4.11.16. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije

f(x) =
1

3
x3 + x2 − 8x− 2

3

Rje²enje:
f ′(x) = x2 + 2x− 8
x2+2x−8 ≥ 0⇒ (x−2)(x+4) ≥ 0 Funkcija raste na intervalu ⟨−∞,−4⟩∪

−∞ -4 2 +∞

x-2 - - +
x+4 - + +
f'(x) + - +

⟨2,+∞⟩. Funkcija pada na intervalu ⟨−4, 2⟩.
f ′′(x) = 2x+ 2
f ′′(−4) = 2 · (−4) + 2 = −6 < 0 ⇒ M(−4, f(−4)) = (−4, 26) je lokalni
maksimum.
f ′′(2) = 2 · (2) + 2 = 6 > 0⇒ m(2, f(2)) = (2,−10) je lokalni minimum.

Zadatak 4.11.17. Ispitajte podru£je de�nicije i odredite prvu derivaciju
funkcije

f(x) =

√
(x+ 4)(x− 3)

1− x
+ ln

(
x2 + x− 6

)
Rje²enje:
Izraz pod korijenom mora biti ve¢i ili jednak 0:
(x+4)(x−3)

1−x
≥ 0

x+ 4 = 0⇒ x = −4
x− 3 = 0⇒ x = 3
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1− x = 0⇒ x = 1

−∞ -4 1 3 +∞

x+4 - + + +
x-3 - - - +
1-x + + - -

+ - + -

⟨−∞,−4] ∪ ⟨1, 3]
Izraz koji se logaritmira mora biti strogo ve¢i od 0:

x2 + x− 6 > 0
(x+ 3)(x− 2) > 0
⟨−∞,−3⟩ ∪ ⟨2,+∞⟩

−∞ -3 2 +∞

x+3 - + +
x-2 - - +
f(x) + - +

D(f) = ⟨−∞,−4] ∪ ⟨2, 3]

f ′(x) =

(√
x2 + x− 12

1− x
+ ln

(
x2 + x− 6

))′

=

=
1

2

√
1− x√

x2 + x− 12

(2x+ 1)(1− x)− (x2 + x− 12)(−1)
(1− x)2

+
1

x2 + x− 6
(2x+ 1) =

=
1

2

−x2 + 2x− 11

(1− x)
√

(1− x)(x2 + x− 12)
+

2x+ 1

x2 + x− 6



Poglavlje 5

Integrali

U ovom poglavlju obraditi ¢e se pojam i osnovna svojstva neodre�enog,
odnosno odre�enog integrala, metode integriranja ali i primjena odre�enog
integrala u geometriji i mehanici.

5.1 Neodre�eni integrali

Dosad su se u ovom udºbeniku rje²avali zadaci u kojima je bila zadana
funkcija y = F (x) i trebalo je na¢i njenu derivaciju y′ = F ′(x). Me�u-
tim, u ovom poglavlju ¢e se obraditi zadaci ako je zadano obrnuto, tj. dana
je derivacija funkcije F (x), F ′(x) = f(x), a treba na¢i funkciju F (x). Takva
operacija koja je inverzna (obrnuta) od derivacija zove se operacija nalaºenja
integrala odnosno integriranje.

5.1.1 Pojam i osnovna svojstva neodre�enog integrala

Funkcija F (x) zove se primitivna funkcija ako vrijedi F ′(x) = f(x).
Na primjer, funkcija x4 je primitivna funkcija funkcije 4x3 jer vrijedi (x4)′ =
4x3. No, moºe se primijetiti da funkcija x4 nije jedina primitivna funkcija
funkcije 4x3 ve¢ primitivne funkcije mogu biti i npr. x4 + 3, x4 − 2.
Op¢enito, zadanoj funkciji ne pripada samo jedna primitivna funkcija ve¢
bezbroj njih koje se me�usobno razlikuju samo za neku konstantu C. Skup
svih primitivnih funkcija funkcije f(x) zove se neodre�eni integral funkcije
f(x) i pi²e se: ∫

f(x) dx = F (x) + C

Funkcija f zove se podintegralna funkcija, konstanta C je konstanta
integracije dok je varijabla x varijabla integracije.

179
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Dakle, ranije promatrani primjer moºe se zapisati∫
4x3 dx = x4 + C

S obzirom da su deriviranje i integriranje obrnute operacije rezultat inte-
griranja moºe se kontrolirati deriviranjem: (x4 + C)′ = 4x3.

Osnovna svojstva neodre�enog integrala:

1. Konstanta podintegralne funkcije moºe se izlu£iti ispred znaka inte-
grala. ∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

2. Integral sume funkcija jednak je sumi integrala tih funkcija.∫
(f1 (x)± f2 (x)) dx =

∫
f1 (x) dx±

∫
f2 (x) dx
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Tablica osnovnih integrala∫
dx = x+ C∫
xn dx = xn+1

n+1
+ C, n ̸= −1∫

dx
x
= ln |x|+ C∫

ex dx = ex + C∫
ax dx = ax

ln a
+ C, a > 0, a ̸= 1∫

sinx dx = − cosx+ C∫
cosx dx = sinx+ C∫
dx

sin2 x
= −ctgx+ C, sinx ̸= 0∫

dx
cos2 x

= tgx+ C, cosx ̸= 0∫
dx

1+x2 = arctanx+ C∫
dx

a2+x2 = 1
a
arctan x

a
+ C, a ̸= 0∫

dx
1−x2 = 1

2
ln
∣∣1+x
1−x

∣∣+ C∫
dx

a2−x2 = 1
2a
ln
∣∣a+x
a−x

∣∣+ C, a ̸= 0∫
dx

x2−1
= 1

2
ln
∣∣x−1
1+x

∣∣+ C∫
dx

x2−a2
= 1

2a
ln
∣∣x−a
x+a

∣∣+ C, a ̸= 0∫
dx√
1+x2 = ln

∣∣x+
√
1 + x2

∣∣+ C∫
dx√

a2+x2 = ln
∣∣x+

√
a2 + x2

∣∣+ C∫
dx√
x2−1

= ln
∣∣x±√x2 − 1

∣∣+ C, x > 1∫
dx√

x2−a2
= ln

∣∣x±√x2 − a2
∣∣+ C∫

dx√
1−x2 = arcsinx+ C∫
dx√

a2−x2 = arcsin x
a
+ C, a ̸= 0
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5.1.2 Metode integriranja

Neposredno ili direktno integriranje

Direktno ili neposredno integriranje je najjednostavnija metoda integriranja
koja se sastoji od primjene osnovnih svojstava neodre�enog integrala te
tablice osnovnih integrala.

Primjer 5.1.1. Rije²ite integrale direktnim integriranjem:

(a)
∫
(4x3 − cosx− 3) dx

Rje²enje:

∫
(4x3 − cosx− 3) dx =

∫
4x3 dx−

∫
cosx dx−

∫
3 dx =

= 4

∫
x3 dx−

∫
cosx dx− 3

∫
dx =

= 4 · x
4

4
+ sinx− 3x+ C

= x4 + sinx− 3x+ C

Provjera: (x4 + sinx− 3x+ C)′ = 4x3 − cosx− 3

(b)
∫
(−6x+ 1

x
+ 2 sinx) dx

Rje²enje:

∫
(−6x+

1

x
+ 2 sinx) dx =

∫
−6x dx+

∫
1

x
dx+

∫
2 sinx dx =

= −6
∫

x dx+

∫
1

x
dx+ 2

∫
sinx dx =

= −6 · x
2

2
+ ln |x| − 2 cosx+ C =

= −3x2 + ln |x| − 2 cosx+ C

(c)
∫
(3ex +

√
x− 5x) dx



5.1. NEODREÐENI INTEGRALI 183

Rje²enje:∫
(3ex +

√
x− 5x) dx =

∫
3ex dx+

∫ √
x dx−

∫
5x dx =

= 3

∫
ex dx+

∫ √
x dx−

∫
5x dx =

= 3ex +
x

3
2

3
2

− 5x

ln 5
+ C

= 3ex +
2

3
x

3
2 − 1

ln 5
5x + C

(d)
∫
( 5
2 cos2 x

− 4
x2−1

) dx
Rje²enje:∫

(
5

2 cos2 x
− 4

x2 − 1
) dx =

∫
5

2 cos2 x
dx−

∫
4

x2 − 1
dx =

=
5

2

∫
dx

cos2 x
− 4

∫
dx

x2 − 1
=

=
5

2
tgx− 4 · 1

2
ln

∣∣∣∣x− 1

1 + x

∣∣∣∣+ C

=
5

2
tgx− 2 ln

∣∣∣∣x− 1

1 + x

∣∣∣∣+ C

Primjer 5.1.2. Pojednostavnite podintegralnu funkciju i rije²ite integrale
direktnim integriranjem:

(a)
∫

x2+4x+3
x+1

dx
Rje²enje:

x2 + 4x+ 3

x+ 1
=

(x+ 3)(x+ 1)

x+ 1
= x+ 3∫

x2 + 4x+ 3

x+ 1
dx =

∫
(x+ 3) dx =

x2

2
+ 3x+ C

(b)
∫ (x−1)(x+1)2

x2 dx
Rje²enje:

(x− 1)(x+ 1)2

x2
=

(x− 1)(x2 + 2x+ 1)

x2
=

=
x3 + x2 − 3x− 1

x2
=

= x2 + 1− 3

x
− 1

x2
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(x− 1)(x+ 1)2

x2
dx =

∫
(x2 + 1− 3

x
− 1

x2
) dx =

=

∫
x2 dx+

∫
dx−

∫
3

x
dx−

∫
1

x2
dx =

=
x3

3
+ x− 3 ln |x| − x−1

−1
+ C =

=
x3

3
+ x− 3 ln |x|+ 1

x
+ C

(c)
∫

x2

x2−4
dx

Rje²enje:

x2

x2 − 4
=

x2 − 4 + 4

x2 − 4
=

x2 − 4

x2 − 4
+

4

x2 − 4
=

= 1 +
4

x2 − 4∫
x2

x2 − 4
dx =

∫
(1 +

4

x2 − 4
) dx =

=

∫
dx+ 4

∫
1

x2 − 4
dx =

= x+ 4 · 1

2 · 2
· ln
∣∣∣∣x− 2

x+ 2

∣∣∣∣+ C =

= x+ ln

∣∣∣∣x− 2

x+ 2

∣∣∣∣+ C

(d)
∫

3
cos2 x·sin2 x dx

Rje²enje:

3

cos2 x · sin2 x
= 3 · 1

cos2 x · sin2 x
= 3 · sin

2 x+ cos2 x

cos2 x · sin2 x
=

= 3 · ( sin2 x

cos2 x · sin2 x
+

cos2 x

cos2 x · sin2 x
) =

= 3 · ( 1

cos2 x
+

1

sin2x
)∫

3

cos2 x · sin2 x
dx =

∫
3 · ( 1

cos2 x
+

1

sin2x
) dx =

= 3

∫
dx

cos2 x
+ 3

∫
dx

sin2x
=

= 3tgx+ 3ctgx+ C
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Metoda supstitucije ili zamjene

Metoda supstitucije koristi se kod rje²avanja sloºenijih integrala odnosno onih
integrala koji se ne mogu rije²iti pomo¢u tablice osnovnih integrala. Stoga
se uvodi supstitucija (zamjena) kojom bi se integral pojednostavnio na neki
od osnovnih integrala. Dakle, ako nam je zadan integral∫

f (x) dx

uvodi se supstitucija

x = ϕ(t)⇒ t = Φ(x)

dx = ϕ′(t) · dt

Cilj supstitucije je da se dobije neprekidna derivabilna funkcija g ovisna
o novoj varijabli t, £ija se primitivna funkcija G nalazi u tablici osnovnih
integrala.

∫
f (x) dx =

∫
f (ϕ (t)) · ϕ′ (t) dt =

∫
g(t) dt = G(t) + C = G (Φ(x)) + C

Napomena 5.1.1. Nakon uvo�enja supstitucije svi x-evi te dx koji ulaze
u integral trebaju se mo¢i izraziti sa t odnosno dt. Ako tomu nije tako
supstitucija ne vrijedi.

Primjer 5.1.3. Primjenom metode supstitucije rije²ite sljede¢e integrale:

(a)
∫
(x+ 4)2d x

Rje²enje:∫
(x+ 4)2 dx =

[
x+ 4 = t
dx = dt

]
=

∫
t2 dt =

t3

3
+ C =

(x+ 4)3

3
+ C

(b)
∫ √

5− x dx
Rje²enje:∫ √

5− x dx =

[
5− x = t
−dx = dt

]
=

∫
−
√
t dt = −

∫ √
t dt =

= −t
3
2

3
2

+ C = −2

3
t
3
2 + C = −2

3
(5− x)

3
2 + C
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(c)
∫
sin(3x+ 1) dx

Rje²enje: ∫
sin(3x+ 1) dx =

[
3x+ 1 = t
3dx = dt

]
=

∫
sin t · dt

3

=
1

3

∫
sin t dt = −1

3
cos t+ C =

= −1

3
cos(3x+ 1) + C

(d)
∫
3ex−2 dx

Rje²enje:∫
3ex−2 dx =

[
x− 2 = t
dx = dt

]
=

∫
3et dt = 3et + C = 3ex−2 + C

(e)
∫
2ex

2+2x dx
Rje²enje:∫

2ex
2+2x dx =

[
x2 + 2 = t
2xdx = dt

]
=

∫
et dt = et + C = ex

2+2 + C

(f)
∫

x2

(x3+1)2
dx

Rje²enje:∫
x2

(x3 + 1)2
dx =

[
x3 + 1 = t
3x2dx = dt

]
=

∫ 1
3

t2
dt =

1

3

∫
t−2 dt =

=
1

3
· t

−1

−1
+ C = −1

3
t−1 + C =

= −1

3
(x3 + 1)−1 + C = −1

3
· 1

x3 + 1
+ C

(g)
∫

x
x2+3

dx
Rje²enje:∫

x

x2 + 3
dx =

[
x2 + 3 = t
2xdx = dt

]
=

∫ 1
2

t
dt =

1

2

∫
1

t
dt =

=
1

2
· ln |t|+ C =

1

2
· ln |x2 + 3|+ C
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(h)
∫

1+cosx
x+sinx

dx
Rje²enje:∫

1 + cos x

x+ sinx
dx =

[
x+ sinx = t

(1 + cos x)dx = dt

]
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C =

= ln |x+ sinx|+ C

(i)
∫

ex+2x
ex+x2 dx

Rje²enje:∫
ex + 2x

ex + x2
dx =

[
ex + x2 = t

(ex + 2x)dx = dt

]
=

∫
dt

t
= ln |t|+ C =

= ln |ex + x2|+ C

(j)
∫
(4x+ 1)

√
2x2 + x− 1 dx

Rje²enje:∫
(4x+ 1)

√
2x2 + x− 1 dx =

[
2x2 + x− 1 = t
(4x+ 1)dx = dt

]
=

∫ √
t dt =

t
3
2

3
2

+ C =
2

3
t
3
2 + C =

=
2

3
(2x2 + x− 1)

3
2 + C =

=
2

3

√
(2x2 + x− 1)3 + C

(k)
∫
esinx+cosx (cosx− sinx) dx

Rje²enje:∫
esinx+cosx (cosx− sinx) dx =

[
t = sinx+ cosx

dt = (cosx− sinx) dx

]
=

=

∫
et dt = et + C =

= esinx+cosx + C

(l)
∫
sin
(
sin2 x+ 1

)
· sinx · cosx dx
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Rje²enje:∫
sin
(
sin2 x+ 1

)
· sinx · cosx dx =

 t = sin2(x) + 1
dt = 2 sin x cosxdx
1
2
dt = sinx cosxdx

 =

=

∫
sin t

1

2
dt =

1

2

∫
sin t dt =

= −1

2
cos t+ C =

= −1

2
cos
(
sin2 x+ 1

)
+ C

Metoda parcijalne integracije

Metoda parcijalne integracije koristi se pri rje²avanju sloºenijih zadataka kod
kojih se ne moºe koristiti direktno integriranje pri pronalaºenju primitivne
funkcije. Primjenom metode parcijalne integracije omogu¢ava se rje²avanje
jednostavnijeg integrala od onog zadanog. Formula parcijalne integracije:∫

u dv = uv −
∫

v du

Navedena metoda dobivena je na temelju diferencijala produkta dviju
funkcija

d(u · v) = du · v + u · dv
Integriranjem navedene formule derivacije produkta dobije se formula parci-
jalne integracije: ∫

d(u · v) =
∫

du · v +
∫

u dv

u · v =

∫
v du+

∫
u dv∫

u dv = uv −
∫

v du

Traºenje integrala
∫
u dv svodi se na rje²avanje jednostavnijeg integrala∫

v du. Ponekad je pri pronalasku traºenog integrala potrebno i vi²e puta
primijeniti metodu parcijalne integracije. Tako�er, pri rje²avanju zadanog
integrala moºe se dogoditi da se vi²estrukom primjenom metode parcijalne
integracije ponovno dobije zadani integral. Metoda parcijalne integracije na-
j£e²¢e se koristi ako je podintegralna funkcija zadana kao produkt funkcija,
logaritamska funkcija, arcus funkcija i sl. Konstanta C pi²e se nakon za-
vr²etka integriranja.
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Rje²avanje integrala kod kojih je podintegralna funkcija zadana kao pro-
dukt funkcija, od kojih je jedna funkcija polinom, prikazano je sljede¢im
primjerom.

Primjer 5.1.4. Primjenom metode parcijalne integracije rije²ite sljede¢e in-
tegrale:

(a)
∫
x · ex dx

Rje²enje: ∫
x · ex dx =

[
u = x =⇒ du = dx

dv = exdx =⇒ v =
∫
exdx = ex

]
=

= x · ex −
∫

ex dx =

= x · ex − ex + C

(b)
∫
x2 · ex dx

Rje²enje: ∫
x2 · ex dx =

[
u = x2 =⇒ du = 2xdx
dv = exdx =⇒ v = ex

]
=

= x2 · ex −
∫

2xex dx

U prethodnom zadatku je rije²en
∫
x · ex dx stoga je kona£no rje²enje∫

x2 · ex dx = x2 · ex − 2(x · ex − ex) + C = x2 · ex − 2x · ex + 2ex + C

(c)
∫
(x2 − 2) · ex dx

Rje²enje: ∫
(x2 − 2) · ex dx =

[
u = x2 − 2 =⇒ du = 2xdx

dv = exdx =⇒ v = ex

]
=

= (x2 − 2) · ex −
∫

2xex dx

U prethodnom zadatku je rje²en
∫
x · ex dx stoga je kona£no rje²enje∫

(x2 − 2) · ex dx = (x2 − 2) · ex − 2x · ex + 2ex + C
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(d)
∫
x · e3x dx

Rje²enje:∫
x · e3x dx =

[
u = x =⇒ du = dx

dv = e3xdx =⇒ v = 1
3
e3x

]
= x · 1

3
e3x −

∫
1

3
e3x dx =

=
1

3
x · e3x − 1

3
· 1
3
e3x + C =

1

3
x · e3x − 1

9
e3x + C

(e)
∫
(x+ 1) · ex+1 dx

Rje²enje: ∫
(x+ 1) · ex+1 dx =

[
u = x+ 1 =⇒ du = dx

dv = ex+1dx =⇒ v = ex+1

]
= (x+ 1) · ex+1 −

∫
ex+1 dx =

= (x+ 1) · ex+1 − ex+1 + C

(f)
∫
x · sinx dx

Rje²enje: ∫
x · sinx dx =

[
u = x =⇒ du = dx

dv = sinx · dx =⇒ v = − cosx

]
=

= x · (− cosx)−
∫
− cosx dx =

= −x · cosx+ sinx+ C

(g)
∫
(x2 + 3) · cosx dx

Rje²enje:∫
(x2 + 3) · cosx dx =

[
u = x2 + 3 =⇒ du = 2xdx
dv = cosx · dx =⇒ v = sinx

]
=

= (x2 + 3) · sinx−
∫

sinx · 2x dx =

= (x2 + 3) · sinx− 2

∫
x · sinx dx

U prethodnom zadatku je rije²en
∫
x · sinx dx stoga je kona£no rje²enje∫

(x2 + 3) · cosx dx = (x2 + 3) · sinx− 2 · (−x · cosx+ sinx) + C =

= x2 · sinx+ 2x · cosx+ sinx+ C =

= (x2 + 1) · sinx+ 2x · cosx+ C



5.1. NEODREÐENI INTEGRALI 191

(h)
∫
(x2 + 4x− 2) · sinx dx

Rje²enje:∫
(x2 + 4x− 2) · sinx dx =

[
u = x2 + 4x− 2 =⇒ du = (2x+ 4)dx

dv = sinx · dx =⇒ v = − cosx

]
=

= (x2 + 4x− 2) · (− cosx)−
∫
(− cosx) · (2x+ 4) dx =

= −(x2 + 4x− 2) · cosx+

∫
(2x+ 4) · cosx dx =

Na
∫
(2x + 4) · cosx dx primjeni se jo² jednom metoda parcijalne inte-

gracije∫
(2x+ 4) · cosx dx =

[
u = 2x+ 4 =⇒ du = 2dx

dv = cosx · dx =⇒ v = sinx

]
=

= (2x+ 4) · sinx−
∫

sinx · 2 dx =

= (2x+ 4) · sinx− 2(− cosx) + C =

= (2x+ 4) · sinx+ 2 cosx+ C

Prema tome, kona£no rje²enje glasi

= −(x2 + 4x− 2) cosx+ [(2x+ 4) sinx+ 2 cosx] + C

= (−x2 − 4x+ 4) cosx+ (2x+ 4) sinx+ 2 cosx+ C

(i)
∫
5x (sinx+ cosx) dx

Rje²enje:∫
5x (sinx+ cosx) dx =

[
u = 5x du = 5dx

dv = (sinx+ cosx) dx v = − cosx+ sinx

]
= 5x (sinx− cosx) + 5

∫
(sinx− cosx) dx =

= 5x (sinx− cosx)− 5(cosx+ sinx) + C

U sljede¢em primjeru prikazano je rje²avanje integrala metodom parci-
jalne integracije kod kojih je podintegralna funkcija zadana kao logaritamska
funkcija odnosno kao produkt funkcija - polinoma i logaritamske funkcije.

Primjer 5.1.5. Rije²ite sljede¢e integrale primjenom metode parcijalne in-
tegracije:
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(a)
∫
lnx dx

Rje²enje:∫
lnx dx =

[
u = lnx =⇒ du = 1

x
dx

dv = dx =⇒ v = x

]
= x · lnx−

∫
x · 1

x
dx =

= x · lnx−
∫

dx = x · lnx− x+ C

(b)
∫
x · lnx dx

Rje²enje:∫
x · lnx dx =

[
u = lnx =⇒ du = 1

x
dx

dv = xdx =⇒ v = x2

2

]
=

x2

2
· lnx−

∫
x2

2
· 1
x
dx =

=
x2

2
· lnx−

∫
x

2
dx =

x2

2
· lnx− 1

2
· x

2

2
+ C =

=
x2

2
· lnx− 1

4
x2 + C

(c)
∫
ln2 x dx

Rje²enje: ∫
ln2 x dx =

[
u = ln2 x =⇒ du = 2 ln x · dx

dv = dx =⇒ v = x

]
=

= x · ln2 x−
∫

2x lnx dx

U prethodnom zadatku je rije²en
∫
x · lnx dx stoga je kona£no rje²enje∫

ln2 x dx = x ln2 x− 2(
x2

2
lnx− 1

4
x2) + C = x ln2 x− x2 lnx+

1

2
x2 + C

(d)
∫
x2 · lnx dx

Rje²enje: ∫
x2 · lnx dx =

[
u = lnx =⇒ du = 1

x
dx

dv = x2dx =⇒ v = x3

3

]
=

=
x3

3
lnx−

∫
x3

3
· 1
x
dx =

=
x3

3
lnx− 1

3

∫
x2 dx =

=
x3

3
lnx− 1

3
· x

3

3
+ C =

=
x3

3
lnx− 1

9
x3 + C
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(e)
∫
(x2 + 1) · lnx dx

Rje²enje:∫
(x2 + 1) · lnx dx =

[
u = lnx =⇒ du = 1

x
dx

dv = (x2 + 1)dx =⇒ v = x3

3
+ x

]
=

= (
x3

3
+ x) lnx−

∫
(
x3

3
+ x) · 1

x
dx =

= (
x3

3
+ x) lnx−

∫
(
x2

3
+ 1) dx =

= (
x3

3
+ x) lnx− 1

3
· x

3

3
− x+ C =

= (
x3

3
+ x) lnx− 1

9
x3 − x+ C

(f)
∫
(x2 + 2x+ 1) · lnx dx

Rje²enje:∫
(x2 + 2x+ 1) · lnx dx =

[
u = lnx =⇒ du = 1

x
dx

dv = (x2 + 2x+ 1)dx =⇒ v = x3

3
+ x2 + x

]
=

= (
x3

3
+ x2 + x) lnx−

∫
(
x3

3
+ x2 + x) · 1

x
dx =

= (
x3

3
+ x2 + x) lnx−

∫
(
x2

3
+ x+ 1) dx =

= (
x3

3
+ x2 + x) lnx− 1

3
· x

3

3
− x2

2
− x+ C =

= (
x3

3
+ x2 + x) lnx− 1

9
x3 − x2

2
− x+ C

Primjer 5.1.6. prikazuje rje²avanje integrala metodom parcijalne inte-
gracije kod kojih je podintegralna funkcija zadana kao arcus funkcija odnosno
kao produkt funkcija - polinoma i arcus funkcije.

Primjer 5.1.6. Metodom parcijalne integracije rije²ite sljede¢e integrale:

(a)
∫
arctanx dx Rje²enje:∫

arctanx · dx =

[
u = arctanx =⇒ du = 1

1+x2dx

dv = dx =⇒ v = x

]
=

= x · arctanx−
∫

x · 1

1 + x2
dx
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Primjenom metode supstitucije∫
x · 1

1 + x2
dx =

∫
x

1 + x2
dx =

[
1 + x2 = t
2xdx = dt

]
=

∫ 1
2

t
dt =

=
1

2
ln |t|+ C =

1

2
ln |1 + x2|+ C

Uvr²tavanjem dobivenog integrala∫
arctanx dx = x · arctanx− 1

2
ln |1 + x2|+ C

(b)
∫
(x2 + 1

3
) · arctanx dx

Rje²enje:∫
(x2 +

1

3
) · arctanx dx =

[
u = arctanx =⇒ du = 1

1+x2dx

dv = (x2 + 1
3
)dx =⇒ v = x3

3
+ 1

3
x

]
=

= (
x3

3
+

1

3
x) arctanx−

∫
(
x3

3
+

1

3
x)

1

1 + x2
dx

= (
x3

3
+

1

3
x) arctanx− 1

3

∫
x3 + x

1 + x2
dx =

= (
x3

3
+

1

3
x) arctanx− 1

3

∫
x dx =

= (
x3

3
+

1

3
x) arctanx− 1

3
· x

2

2
+ C =

= (
x3

3
+

1

3
x) arctanx− 1

6
x2 + C

(c)
∫

x√
1−x2 · arccosx dx

Rje²enje:∫
x√

1− x2
· arccosx dx =

[
u = arccosx =⇒ du = − 1√

1−x2dx

dv = x√
1−x2dx =⇒ v =

∫
x√
1−x2 dx

]
=

Primjenom metode supstitucije

v =

∫
x√

1− x2
dx =

[
1− x2 = t
−2xdx = dt

]
=

∫ dt
−2√
t
= −1

2
· t

1
2

1
2

=

= −
√
t = −

√
1− x2

Uvr²tavanjem u polaznu formulu parcijalne integracije

= −
√
1− x2 · arccosx−

∫
(−
√
1− x2) · (− 1√

1− x2
) dx =

=
√
1− x2 · arccosx− x+ C
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Integriranje racionalnih funkcija

Racionalne funkcije mogu biti prave racionalne funkcije i one koje nisu prave
racionalne funkcije. Prave racionalne funkcije su funkcije kod kojih je stupanj
polinoma brojnika manji od stupnja polinoma nazivnika,

Pm(x)

Qn(x)
,m < n

dok je kod racionalnih funkcija koje nisu prave obrnuto. Stoga se racionalne
funkcije koje nisu prave mogu svesti na sumu polinoma i prave racionalne
funkcije. Prave jednostavne racionalne funkcije koje ¢e se u ovom udºbeniku
promatrati su oblika:

A

x− a
,

A

(x− a)n
,

Ax+B

x2 + ax+ b
,

Ax+B

(x2 + ax+ b)n

gdje je n ∈ N, A,B, a, b ∈ R, a polinom x2 + ax + b nema realnih nulto£aka
(diskriminanta je manja od nule, tj. a2 − 4b < 0).

Integral prave racionalne funkcije
∫

A
x−a

dx dan je formulom:∫
A

x− a
dx =

[
x− a = t
dx = dt

]
= A ln |x− a|+ C

Primjer 5.1.7. Primjenom gore navedene formule rije²ite sljede¢e integrale:

(a)
∫

2
x−3

dx
Rje²enje: ∫

2

x− 3
dx = 2 ln |x− 3|+ C

(b)
∫

dx
x+5

Rje²enje: ∫
dx

x+ 5
= ln |x+ 5|+ C

(c)
∫

dx
3x−1

Rje²enje: ∫
dx

3x− 1
=

1

3
ln |3x− 1|+ C



196 POGLAVLJE 5. INTEGRALI

(d)
∫

3
5−2x

dx
Rje²enje: ∫

3

5− 2x
dx = −3

2
ln |5− 2x|+ C

Integral prave racionalne funkcije
∫

A
(x−a)n

dx dan je formulom:∫
A

(x− a)n
dx =

[
x− a = t
dx = dt

]
= − A

n− 1
· 1

(x− a)n−1 + C, n ≥ 2

Primjer 5.1.8. Primjenom gore navedene formule rije²ite sljede¢e integrale:

(a)
∫

dx
(x+4)5

Rje²enje:∫
dx

(x+ 4)5
= − 1

5− 1
· 1

(x+ 4)5−1
+ C = − 1

4(x+ 4)4
+ C

(b)
∫

dx
(2x−1)4

Rje²enje:∫
dx

(2x− 1)4
= −

1
2

4− 1
· 1

(2x− 1)4−1
+ C = −1

6
· 1

(2x− 1)3
+ C

(c)
∫

3
(x−2)5

dx
Rje²enje:∫

3

(x− 2)5
dx = − 3

5− 1
· 1

(x− 2)5−1
+ C = −3

4
· 1

(x− 2)4
+ C

Integrali racionalnih funkcija
∫

Ax+B
x2+ax+b

dx i
∫

Ax+B
(x2+ax+b)n

dx se rje²avaju na
na£in da je najprije nazivnik x2 + ax+ b potrebno svesti na potpuni kvadrat
binoma

x2 + ax+ b = (x+
a

2
)2 + (b− a2

4
)

gdje se uvo�enjem supstitucije

t = x+
a

2
, dt = dx

brojnik Ax+B poku²a izraziti preko derivacije nazivnika.
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Primjer 5.1.9. Rije²ite sljede¢e integrale oblika

∫
Ax+B

x2 + ax+ b
dx

(a)
∫

dx
x2+2x−3

Rje²enje:

∫
dx

x2 + 2x− 3
=

∫
dx

(x+ 2
2
)2 + (−3− 22

4
)
=

∫
dx

(x+ 1)2 − 4
=

=

[
x+ 1 = t
dx = dt

]
=

∫
dt

t2 − 4
=

=
1

2 · 2
· ln
∣∣∣∣t− 2

t+ 2

∣∣∣∣+ C =

=
1

4
· ln
∣∣∣∣x+ 1− 2

x+ 1 + 2

∣∣∣∣+ C =

=
1

4
· ln
∣∣∣∣x− 1

x+ 3

∣∣∣∣+ C

(b)
∫

dx
x2+4x+13

Rje²enje:

∫
dx

x2 + 4x+ 13
=

∫
dx

(x+ 4
2
)2 + (13− 42

4
)
=

=

∫
dx

(x+ 2)2 + 9
=

[
x+ 2 = t
dx = dt

]
=

∫
dt

t2 + 9
=

1

3
· arctan t

3
+ C =

=
1

3
· arctan x+ 2

3
+ C

(c)
∫

dx
3x2−6x+15
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Rje²enje:∫
dx

3x2 − 6x+ 15
=

∫
dx

3(x2 − 2x+ 5)
=

=
1

3

∫
dx

(x+ −2
2
)2 + (5− (−2)2

4
)
=

=
1

3

∫
dx

(x− 1)2 + 4
=

[
x− 1 = t
dx = dt

]
=

=
1

3

∫
dt

t2 + 4
=

1

3
· 1
2
· arctan t

2
+ C =

=
1

3
· 1
2
· arctan x− 1

2
+ C

(d)
∫

x
x2−2x−8

dx
Rje²enje:∫

x

x2 − 2x− 8
dx =

∫
x

(x+ −2
2
)2 + (−8− (−2)2

4
)
dx =

=

∫
x

(x− 1)2 − 9
dx =

[
x− 1 = t
dx = dt

]
=

∫
t+ 1

t2 − 9
dt =

=

∫
t

t2 − 9
dt+

∫
1

t2 − 9
dt

Prvi integral se rije²i pomo¢u metode supstitucije∫
t

t2 − 9
dt =

[
t2 − 9 = u
2tdt = du

]
=

∫ 1
2
du

u
=

1

2
· ln |u|+ C

=
1

2
· ln
∣∣t2 − 9

∣∣+ C =

Uvr²tavanjem u polazni integral∫
x

x2 − 2x− 8
dx =

1

2
· ln
∣∣t2 − 9

∣∣+ 1

2 · 3
· ln
∣∣∣∣t− 3

t+ 3

∣∣∣∣+ C =

=
1

2
· ln
∣∣(x− 1)2 − 9

∣∣+ 1

6
· ln
∣∣∣∣(x− 1)− 3

(x− 1) + 3

∣∣∣∣+ C =

=
1

2
· ln
∣∣x2 − 2x− 8

∣∣+ 1

6
· ln
∣∣∣∣x− 4

x+ 2

∣∣∣∣+ C
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(e)
∫

x+1
2x2+4x+4

dx
Rje²enje:

∫
x+ 1

2x2 + 4x+ 4
dx =

∫
x+ 1

2(x2 + 2x+ 2
dx =

=
1

2

∫
x+ 1

(x+ 2
2
)2 + (2− (2)2

4
)
dx =

=
1

2

∫
x+ 1

(x+ 1)2 + 1
dx =

[
x+ 1 = t
dx = dt

]
=

=
1

2

∫
t

t2 + 1
dt =

[
t2 + 1 = u
2tdt = du

]
=

=
1

2

∫ 1
2
du

u

=
1

2
· 1
2
· ln |u|+ C =

=
1

4
· ln
∣∣t2 + 1

∣∣+ C =

=
1

4
· ln
∣∣(x+ 1)2 + 1

∣∣+ C

=
1

4
· ln
∣∣x2 + 2x+ 2

∣∣+ C

Primjer 5.1.10. Rije²ite sljede¢e integrale oblika

∫
Ax+B

(x2 + ax+ b)n
dx

koriste¢i formulu:

In =

∫
dx

(x2 + a2)n

In =
1

2 · (n− 1) · a2
· x

(x2 + a2)n−1
+

2(n− 1)− 1

2(n− 1) · a2
· In−1

(a)
∫

x
(x2+4x+8)2

dx
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Rje²enje:∫
x

(x2 + 4x+ 8)2
dx =

∫
x

[(x+ 4
2
)2 + (8− 42

4
)]2

dx =

=

∫
x

[(x+ 2)2 + 4]2
dx =

[
x+ 2 = t
dx = dt

]
=

=

∫
t− 2

(t2 + 4)2
dt =

=

∫
t

(t2 + 4)2
dt− 2

∫
dt

(t2 + 4)2

Prvi integral se rije²i pomo¢u metode supstitucije∫
t

(t2 + 4)2
dt =

[
t2 + 4 = u
2tdt = du

]
=

∫ 1
2
du

u2
=

1

2
· u

−1

−1
+ C =

= − 1

2u
+ C = − 1

2(t2 + 4)
+ C

Na drugi integral se primjeni gore navedena formula∫
dt

(t2 + 4)2
= I2

I2 =
1

2 · (2− 1) · 22
· t

(t2 + 22)2−1
+

2(2− 1)− 1

2(2− 1) · 22
· I2−1

I2 =
1

8
· t

t2 + 4
+

1

8
· I1

gdje je I1 jednak

I1 =

∫
dt

t2 + 4
=

1

2
· arctan t

2
+ C

stoga je

I2 =
1

8
· t

t2 + 4
+

1

8
· 1
2
· arctan t

2
+ C

I2 =
1

8
· t

t2 + 4
+

1

16
· arctan t

2
+ C
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Uvr²tavanjem u polazni integral∫
x

(x2 + 4x+ 8)2
dx = − 1

2(t2 + 4)
− 2

[
1

8
· t

t2 + 4
+

1

16
· arctan t

2

]
+ C =

= −1

2
· 1

t2 + 4
− 1

4
· t

t2 + 4
− 1

8
· arctan t

2
+ C =

= −1

2
· 1

(x+ 2)2 + 4
− 1

4
· x+ 2

(x+ 2)2 + 4
−

− 1

8
· arctan x+ 2

2
+ C =

=
−1

2
− 1

4
x− 1

2

x2 + 4x+ 8
− 1

8
· arctan x+ 2

2
+ C =

= −1

4
· 4 + x

x2 + 4x+ 8
− 1

8
· arctan x+ 2

2
+ C

(b)
∫

x+3
(x2+6x+5)2

dx
Rje²enje:∫

x+ 3

(x2 + 6x+ 5)2
dx =

∫
x+ 3

[(x+ 6
2
)2 + (5− 62

4
)]2

dx =

=

∫
x+ 3

[(x+ 3)2 − 4]2
dx =

[
x+ 3 = t
dx = dt

]
=

=

∫
t

(t2 − 4)2
dt =

[
t2 − 4 = u
2tdt = du

]
=

∫ 1
2
du

u2
=

1

2
· u

−1

−1
+ C =

= − 1

2u
+ C = − 1

2(t2 − 4)
+ C =

= − 1

2((x+ 3)2 − 4)
+ C =

= − 1

2(x2 + 6x+ 5)
+ C

Neka je racionalna funkcija Pm(x)
Qn(x)

pri £emu se polinom nazivnika Qn(x)
moºe prikazati u obliku

Qn(x) = (x− x1)
l · (x− x2)

k · . . . · (x2 + p1x+ q1)
r · (x2 + p2x+ q2)

s · . . .
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Tada se funkcija Pm(x)
Qn(x)

moºe rastaviti na zbroj parcijalnih razlomaka

Pm(x)

Qn(x)
=

A1

x− x1

+ · · ·+ Al

(x− x1)l
+

+
B1

x− x2

+ · · ·+ Bk

(x− x2)k
+ · · ·+

+
C1x+D1

x2 + p1x+ q1
+ · · ·+ Crx+Dr

(x2 + p1x+ q1)r
+

+
E1x+ F1

x2 + p2x+ q2
+ · · ·+ Esx+ Fs

(x2 + p2x+ q2)s
+ · · ·

gdje su A1, A2, . . . , Al, B1, B2, . . . , Bk, C1, C2, . . . , Cr, D1, D2, . . . , Dr, E1,
E2, . . . , Es, F1, F2, . . . , Fs konstante koje se ra£unaju metodom neodre�enih
koe�cijenata.

Primjer 5.1.11. Rije²ite sljede¢e integrale rastavom na parcijalne razlomke:

(a)
∫

dx
x2+x−2

Rje²enje:
Polinom nazivnika moºe se napisati u obliku

x2 + x− 2 = x2 + 2x− x− 2 = (x− 1)(x+ 2)

prema tome rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

1

x2 + x− 2
=

1

(x− 1)(x+ 2)
=

A

x− 1
+

B

x+ 2

=
A(x+ 2) +B(x− 1)

(x− 1)(x+ 2)

=
x(A+B) + 2A−B

(x− 1)(x+ 2)

Metodom neodre�enih koe�cijenata slijedi

(x)........0 = A+B

(1)........1 = 2A−B

Iz £ega proizlazi da je

A =
1

3
, B = −1

3
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dx

x2 + x− 2
=

∫ ( 1
3

x− 1
+
−1

3

x+ 2

)
dx =

=

∫ 1
3

x− 1
dx−

∫ 1
3

x+ 2
dx =

=
1

3
· ln |x− 1| − 1

3
· ln |x+ 2|+ C

=
1

3
· ln
∣∣∣∣x− 1

x+ 2

∣∣∣∣+ C

(b)
∫

x−10
x3−3x2+4

dx
Rje²enje:
Polinom nazivnika moºe se napisati u obliku

x3 − 3x2 + 4 = x3 + x2 − 4x2 + 4 = x2(x+ 1)− 4(x2 − 1) =

= x2(x+ 1)− 4(x+ 1)(x− 1) = (x+ 1)(x2 − 4x+ 4) =

= (x+ 1)(x− 2)2

prema tome rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

x− 10

x3 − 3x2 + 4
=

x− 10

(x+ 1)(x− 2)2
=

A

x+ 1
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2

=
A(x− 2)2 +B(x+ 1)(x− 2) + C(x+ 1)

(x+ 1)(x− 2)2

=
(A+B)x2 + (−4A−B + C)x+ 4A− 2B + C

(x+ 1)(x− 2)2

Metodom neodre�enih koe�cijenata slijedi

(x2)......0 = A+B

(x)........1 = −4A−B + C

(1)....− 10 = 4A− 2B + C

Iz £ega proizlazi da je

A = 1, B = −1, C = 4∫
x− 10

x3 − 3x2 + 4
dx =

∫ (
1

x+ 1
+
−1

x− 2
+

4

(x− 2)2

)
dx =

=

∫
1

x+ 1
dx−

∫
1

x− 2
dx+

∫
4

(x− 2)2
dx =

= ln |x+ 1| − ln |x− 2| − 4 · 1

x− 2
+ C
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(c)
∫

x2+3
x3+x

dx
Rje²enje:
Polinom nazivnika moºe se napisati u obliku

x3 + x = x(x2 + 1)

prema tome rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

x2 + 3

x3 + x
=

x2 + 3

x(x2 + 1)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1

=
A(x2 + 1) + (Bx+ C)x

x(x2 + 1)

=
(A+B)x2 + Cx+ A

x(x2 + 1)

Metodom neodre�enih koe�cijenata slijedi

(x2)......1 = A+B

(x)........0 = C

(1)........3 = A

Iz £ega proizlazi da je

A = 3, B = −2, C = 0

∫
x2 + 3

x3 + x
dx =

∫ (
3

x
+
−2x
x2 + 1

)
dx =

=

∫
3

x
dx−

∫
2x

x2 + 1
dx =

= 3 ln |x| − ln
∣∣x2 + 1

∣∣+ C

= ln

∣∣∣∣ x3

x2 + 1

∣∣∣∣+ C

(d)
∫ −x3−13x−20

(x−1)(x2+4)2
dx

Rje²enje:
Rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

−x3 − 13x− 20

(x− 1)(x2 + 4)2
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 4
+

Dx+ E

(x2 + 4)2
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=
A(x2 + 4)2 + (Bx+ C)(x− 1)(x2 + 4) + (Dx+ E)(x− 1)

(x− 1)(x2 + 4)2

=
(A+B)x4 + (C −B)x3 + (8A+ 4B − C +D)x2

(x− 1)(x2 + 4)2
+

+
(−4B − 4C −D + E)x+ 16A− 4C − E

(x− 1)(x2 + 4)2

Metodom neodre�enih koe�cijenata slijedi

(x4)......0 = A+B

(x3)..− 1 = C −B

(x2)......0 = 8A+ 4B − C +D

(x)...− 13 = −4B − 4C −D + E

(1)...− 20 = 16A− 4C − E

Iz £ega proizlazi da je

A = −1, B = 1, C = 0, D = 5, E = 0∫
−x3 − 13x− 20

(x− 1)(x2 + 4)2
dx =

∫ (
−1

x− 1
+

x

x2 + 4
+

5x

(x2 + 4)2

)
dx =

=

∫
−1

x− 1
dx+

∫
x

x2 + 4
dx+

∫
5x

(x2 + 4)2
dx =

= − ln |x− 1|+ 1

2
ln
∣∣x2 + 4

∣∣− 5

2
· 1

x2 + 4
+ C

Integriranje trigonometrijskih funkcija

U ovom potpoglavlju pokazati ¢e se izra£unavanje integrala nekih oblika
trigonometrijskih funkcija.

1. Integrali oblika ∫
sinm x cosn x dx

gdje su m i n cijeli pozitivni brojevi rje²avaju se na sljede¢i na£in:

a) ako je m = 2k + 1 neparan pozitivni broj
Tada se integral moºe zapisati kao∫

sinm x cosn x dx = −
∫

sin2k x cosn x d(cosx) =

= −
∫
(1− cos2 x)k cosn x d(cosx)
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b) ako je n = 2k + 1 neparan pozitivni broj
Tada se integral moºe zapisati kao∫

sinm x cosn x dx = −
∫

sinm x cos2k x d(sinx) =

= −
∫

sinm x(1− sin2 x)k d(sinx)

c) ako su m i n parni pozitivni brojevi
Tada se podintegralna funkcija transformira pomo¢u formula:

sin2 x =
1

2
(1−cos 2x), cos2 x =

1

2
(1+cos 2x), sinx cosx =

1

2
sin 2x

Primjer 5.1.12. Pomo¢u gore navedenih formula rije²ite integral ob-
lika ∫

sin4 4x cos2 4x dx

Rje²enje:
m i n su parni pozitivni brojevi stoga koristimo formule pod c)∫

sin4 4x cos2 4x dx =

∫
(sin2 4x cos2 4x) sin2 4x dx =

=

∫
1

2
sin2 8x · 1

2
(1− cos 8x) dx =

=
1

4

∫
sin2 8x dx− 1

4

∫
sin2 8x cos 8x dx

Prvi integral je jednak

1

4

∫
sin2 8x dx =

1

4

∫
(1− cos 16x) dx =

=
1

4
x− 1

4
· 1
16

sin 16x+ C =

=
1

4
x− 1

64
sin 16x+ C

Kod drugog integrala n je neparan pozitivni broj stoga koristimo for-
mulu pod b)

1

4

∫
sin2 8x cos 8x dx =

1

4

∫
sin2 8x d(sinx) =

=
1

4
· 1
8
· sin

3 8x

3
+ C =

=
1

96
sin3 8x+ C
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Uvr²tavanjem u polazni integral∫
sin4 4x cos2 4x dx =

1

4
x− 1

64
sin 16x− 1

96
sin3 8x+ C

2. Integrali oblika∫
sinmx cosnx dx,

∫
sinmx sinnx dx,

∫
cosmx cosnx dx

rje²avaju se na na£in da se podintegralna funkcija transformira pomo¢u
formula:

sinmx cosnx =
1

2
[sin(m+ n)x+ sin(m− n)x]

sinmx sinnx =
1

2
[cos(m− n)x− cos(m+ n)x]

cosmx cosnx =
1

2
[cos(m− n)x+ cos(m+ n)x]

Primjer 5.1.13. Pomo¢u gore navedenih formula rije²ite integral ob-
lika ∫

sin 5x cos 4x dx

Rje²enje:
Podintegralna funkcija moºe se zapisati u obliku

sin 5x cos 4x =
1

2
[sin(5 + 4)x+ sin(5− 4)x] =

1

2
[sin 9x+ sinx]

∫
sin 5x cos 4x dx =

∫
1

2
[sin 9x+ sinx] dx =

=
1

2

∫
[sin 9x+ sinx] dx =

=
1

2
· 1
9
· (− cos 9x) +

1

2
· (− cosx) + C =

= − 1

18
cos 9x− 1

2
cosx+ C

3. Integrali oblika ∫
R(sinx, cosx)dx

gdje je R racionalna funkcija, rje²avaju se supstitucijom i to na sljede¢i
na£in:
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a) univerzalna supstitucija :

tg
x

2
= t⇒ x = 2arctan t

dx =
2dt

1 + t2

sinx =
2t

1 + t2

cosx =
1− t2

1 + t2

b) podintegralna funkcija je neparna u sinx

R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx)⇒ cosx = t

c) podintegralna funkcija je neparna u cosx

R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx)⇒ sinx = t

d) podintegralna funkcija je parna i u sinx i u cosx∫
R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx)

onda je supstitucija:

tgx = t⇒ x = arctan t

dx =
dt

1 + t2

sin2 x =
t2

1 + t2

cos2 x =
1

1 + t2

Primjer 5.1.14. Pomo¢u gore navedenih formula supstitucije rije²ite
integrale oblika

(a)
∫

dx
1+cosx

Rje²enje:
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∫
dx

1 + cos x
=

 tg x
2
= t

dx = 2dt
1+t2

cosx = 1−t2

1+t2

 =

=

∫ 2dt
1+t2

1 + 1−t2

1+t2

=

= 2

∫
dt

2
=

∫
dt =

= t+ C = tg
x

2
+ C

(b)
∫

sinx
1−cos2 x

dx
Rje²enje:

∫
sinx

1− cos2 x
dx =


tg x

2
= t

dx = 2dt
1+t2

sinx = 2t
1+t2

cosx = 1−t2

1+t2

 =

=

∫ 2t
1+t2

1− (1−t2)2

(1+t2)2

· 2dt

1 + t2
=

= 4

∫ t
1+t2
· dt
1+t2

(1+t2)2−(1−t2)2

(1+t2)2

=

= 4

∫
tdt

4t2
=

∫
dt

t
=

= ln |t|+ C = ln
∣∣∣tgx

2

∣∣∣+ C

4. Integrali oblika ∫
R(sinx) cosx dx,

∫
R(cosx) sinx dx

rje²avaju se supstitucijom i to na sljede¢i na£in:∫
R(sinx) cosx dx⇒ sinx = t, cosxdx = dt∫
R(cosx) sinx dx⇒ cosx = t,− sinxdx = dt
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Primjer 5.1.15. Pomo¢u gore navedenih formula supstitucije rije²ite
integrale oblika

(a)
∫

1+sinx
sin2 x

cosx dx
Rje²enje:

∫
1 + sin x

sin2 x
cosx dx =

[
sinx = t

cosxdx = dt

]
=

∫
1 + t

t2
dt =

=

∫
1

t2
dt+

∫
t

t2
dt =

=
t−1

−1
+ ln |t|+ C =

= − 1

sinx
+ ln |sinx|+ C

(b)
∫

sin3 x
cos2 x

dx
Rje²enje:

∫
sin3 x

cos2 x
dx =

∫
sin2 x

cos2 x
sinx dx =

∫
1− cos2 x

cos2 x
sinx dx =

=

[
cosx = t

− sinxdx = dt

]
=

∫
1− t2

t2
(−dt) =

= −
∫

1

t2
dt+

∫
dt = −t−1

−1
+ t+ C =

=
1

cosx
+ cosx+ C =

1 + cos2 x

cosx
+ C

5. Integrali oblika ∫
R(tgx) dx,

∫
R(ctgx) dx
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rje²avaju se supstitucijom i to na sljede¢i na£in:

∫
R(tgx) dx⇒


tgx = t⇒ x = arctan t

dx = dt
1+t2

sin2 x = t2

1+t2

cos2 x = 1
1+t2


∫

R(ctgx) dx⇒


ctgx = t⇒ x = arctan t

dx = − dt
1+t2

sin2 x = 1
1+t2

cos2 x = t2

1+t2



Primjer 5.1.16. Pomo¢u gore navedenih formula supstitucije rije²ite
integrale oblika

(a)
∫
tg (3x) dx

Rje²enje:

∫
tg (3x) dx =

[
3x = z

3dx = dz

]
=

∫
tgz

dz

3
=

1

3

∫
tgz dz =

=

[
tgz = t

dz = dt
1+t2

]
=

1

3

∫
t

dt

1 + t2
=

1

3

∫
t

1 + t2
dt =

=

[
1 + t2 = u
2tdt = du

]
=

1

3

∫ du
2

u
=

1

6

∫
du

u
=

=
1

6
ln |u|+ C =

1

6
ln
∣∣1 + t2

∣∣+ C =

=
1

6
ln
∣∣1 + tg2z

∣∣+ C =
1

6
ln
∣∣1 + tg2(3x)

∣∣+ C

(b)
∫
ctg (3x) dx

Rje²enje:
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∫
ctg (3x) dx =

[
3x = z

3dx = dz

]
=

∫
ctgz

dz

3
=

1

3

∫
ctgz dz =

=

[
ctgz = t

dz = − dt
1+t2

]
=

1

3

∫
t
−dt
1 + t2

= −1

3

∫
t

1 + t2
dt =

=

[
1 + t2 = u
2tdt = du

]
= −1

3

∫ du
2

u
= −1

6

∫
du

u
=

= −1

6
ln |u|+ C = −1

6
ln
∣∣1 + t2

∣∣+ C =

= −1

6
ln
∣∣1 + ctg2z

∣∣+ C = −1

6
ln
∣∣1 + ctg2(3x)

∣∣+ C
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5.2 Odre�eni integrali

Pojam odre�enog integrala uvodi se preko odre�ivanja povr²ine. Naime,
pomo¢u elementarne geometrije ra£una se povr²ina likova poput trokuta,
£etverokuta i sl. No, ako je u ravnini zadan lik ome�en krivuljom potrebno
je ra£unati njegovu povr²inu pomo¢u odre�enog integrala.

5.2.1 Pojam i osnovna svojstva odre�enog integrala

Neka je y = f(x) neprekidna funkcija na intervalu [a, b].

a b

Graf funkcije f

Kako bi se dobila povr²ina lika P ome�enog grafom funkcije y = f(x) ≥ 0,
intervalom [a, b], pravcima x = a i x = b te osi x uvodi se pojam odre�enog
integrala. Naime, ako se interval [a, b] podijeli na n podintervala to£kama

a = x0 < x1 < · · · < xn = b

duljine podintervala su jednake ∆x1,∆x2, . . . ,∆xn (gdje je ∆xi = xi−xi−1).
Ako se na svakom od podintervala odabere na proizvoljan na£in po jedna
to£ka sa pripadaju¢im koordinatama T1(t1, f(t1)), T2(t2, f(t2)), . . . Tn(tn, f(tn))
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a = x0 b = xn

f(t1)
f(tn)

tada je povr²ina pravokutnika kojeg zatvaraju stranice duljine ∆xi i f(ti)
jednaka Pi = f(ti) ·∆xi, a traºena povr²ina P jednaka je zboju povr²ina svih
pravokutnika

P =
n∑

i=1

f (ti) · ∆xi

Navedena suma produkata duljine podintervala ∆xi i vrijednosti f(ti)
naziva se integralna suma funkcije f(x) na intervalu [a, b]. S obzirom da
je interval [a, b] mogu¢e na bezbroj na£ina podijeliti na n podintervala, na
kojima se na bezbroj na£ina mogu odabrati to£ke T1, T2, . . . , Tn slijedi da
integralna suma funkcije f(x) na intervalu [a, b] nije jednozna£no odre�ena.
Ali, ako se interval podijeli na ²to ve¢i broj intervala (n→∞) tada duljina
svakog podintervala ∆xi teºi k nuli i intuitivno je jasno da integralna suma
aproksimira povr²inu P .

Odnosno, sve integralne sume jedne te iste funkcije f(x) na istom in-
tervalu [a, b] imaju istu grani£nu vrijednost kada n → ∞ i tada duljina
najve¢eg od svih podintervala, max xi, teºi k nuli. Taj se zajedni£ki limes
zove odre�enim integralom funkcije f(x) na intervalu [a, b].

I =

b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f (ti) ·∆xi

Interval [a, b] zove se podru£je integracije gdje je a donja granica

integracije, a b gornja granica integracije.
Dakle, geometrijski, odre�eni integral predstavlja povr²inu lika ome�enog

krivuljom y = f(x), osi apscisa i pravcima x = a i x = b.

Osnovna svojstva odre�enog integrala
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�

a∫
a

f(x)dx = 0

�

b∫
a

f(x)dx = −
a∫
b

f(x)dx, a < b

�

b∫
a

(f(x)± g(x))dx =
b∫
a

f(x)dx±
b∫
a

g(x)dx

�

b∫
a

kf(x)dx = k
b∫
a

f(x)dx

� ako je c ∈ ⟨a, b⟩ tada vrijedi:
b∫
a

f(x)dx =
c∫
a

f(x)dx+
b∫
c

f(x)dx

� ako je na [a, b]

f(x) > 0⇒
a∫
b

f(x)dx ≥ 0

f(x) > 0⇒
a∫
b

f(x)dx ≤ 0

� Za parne funkcije, odnosno neparne vrijedi:

f(−x) = f(x)⇒
−a∫
a

f(x)dx = 2

0∫
a

f(x)dx

f(−x) = −f(x)⇒
−a∫
a

f(x)dx = 0

5.2.2 Ra£unanje odre�enog integrala

Newton-Leibnizova formula

Osnovna formula izra£unavanja odre�enog integrala je Newton � Leibni-

zova formula:
b∫
a

f(x)dx = F (x)
b

|
a

= F (b)− F (a)
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Odre�eni integral ra£una se tako da se izra£una pripadaju¢i neodre�eni
integral u koji se uvrsti najprije gornja granica od koje se oduzme donja
granica.

Primjer 5.2.1. Rije²ite sljede¢e integrale pomo¢u Newton - Leibnizove for-
mule:

(a)
∫ 3

−2
(3x− 2) dx

Rje²enje:

∫ 3

−2

(3x− 2) dx = (3
x2

2
− 2x)

∣∣∣3
−2

=

= (3
32

2
− 2 · 3)− (3

(−2)2

2
− 2 · (−2)) =

= (
27

2
− 6)− (6 + 4) = −5

2

(b)
∫ 1

−1
(5x3 − 4x2 + 3) dx

Rje²enje:

∫ 1

−1

(5x3 − 4x2 + 3) dx = (5
x4

4
− 4

x3

3
+ 3x)

∣∣∣1
−1

=

= (5
14

4
− 4

13

3
+ 3 · 1)− (5

(−1)4

4
− 4

(−1)3

3
+ 3 · (−1)) =

= (
5

4
− 4

3
+ 3)− (

5

4
+

4

3
− 3) =

10

3

(c)
∫ 3

0
(ex + 1) dx

Rje²enje:

∫ 3

0

(ex + 1) dx = (ex + x)
∣∣∣3
0
= (e3 + 3)− (e0 + 0) = e3 + 2

(d)
∫ 1

0
1

(x+1)4
dx

Rje²enje:

∫ 1

0

1

(x+ 1)4
dx =

1

4− 1
· 1

(x+ 1)4−1

∣∣∣1
0
=

1

3
· 1

(x+ 1)3

∣∣∣1
0
=

=
1

3
· 1

(1 + 1)3
− 1

3
· 1

(0 + 1)3
= − 7

24
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(e)
∫ 4

2
1

x2+2x−3
dx

Rje²enje:
Iz primjera 5.1.9.a)∫

1

x2 + 2x− 3
dx =

1

4
· ln
∣∣∣∣x− 1

x+ 3

∣∣∣∣+ C

∫ 4

2

1

x2 + 2x− 3
dx =

1

4
· ln
∣∣∣∣x− 1

x+ 3

∣∣∣∣ ∣∣∣4
2
=

=
1

4
· ln
∣∣∣∣4− 1

4 + 3

∣∣∣∣− 1

4
· ln
∣∣∣∣2− 1

2 + 3

∣∣∣∣ =
=

1

4
·
(
ln

∣∣∣∣37
∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣15
∣∣∣∣) =

1

4
· ln 15

7

(f)
∫ 4

3
x2

x2−1
dx

Rje²enje:

∫ 4

3

x2

x2 − 1
dx =

∫ 4

3

(
1 +

1

x2 − 1

)
dx =

=

(
x+

1

2
· ln
∣∣∣∣x− 1

x+ 1

∣∣∣∣) ∣∣∣4
3
=

=

(
4 +

1

2
· ln
∣∣∣∣4− 1

4 + 1

∣∣∣∣)− (3 + 1

2
· ln
∣∣∣∣3− 1

3 + 1

∣∣∣∣) =

= 1 +
1

2
ln

6

5

(g)
∫ 4

1
1+x2+

√
x

x2 dx
Rje²enje:

∫ 4

1

1 + x2 +
√
x

x2
dx =

∫ 4

1

1

x2
dx+

∫ 4

1

x2

x2
dx+

∫ 4

1

√
x

x2
dx =

=

∫ 4

1

x−2 dx+

∫ 4

1

dx+

∫ 4

1

x− 3
2 dx =

=

(
−1

x

) ∣∣∣4
1
+ x
∣∣∣4
1
+

(
x

−5
2

−5
2

)∣∣∣4
1
=

=

(
−1

4
−
(
−1

1

))
+ (4− 1) +

(
−2

5
· 4

−5
2 −

(
−2

5
· 1

−5
2

))
=

=
3

4
+ 3 +

(
−2

5
· 2−5 +

2

5

)
=

331

80
= 4

11

80
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(h)
∫ 3

1
dx

(x−2)2
dx

Rje²enje:
S obzirom da podintegralna funkcija f (x) = 1

(x−2)2
ima prekid u to£ki

x = 2, 2 ∈ [1, 3] ne moºe se primijeniti Newton - Leibnizova formula.

(i)
∫ 2π

0
|sinx| dx

Rje²enje:

∫ 2π

0

|sinx| dx = 2

∫ π

0

|sinx| dx = 2(− cosx)
∣∣∣π
0
=

= −2(cosπ − cos 0) = −2(−1− 1) = 4

Metoda supstitucije

Primjenom metode supstitucije kod ra£unanja odre�enih integrala nuºno je
prera£unavanje granica integriranja.

Primjer 5.2.2. Izra£unajte sljede¢e integrale primjenom metode supstitu-
cije:

(a)
∫ 2

−1

√
2 + x dx

Rje²enje:

∫ 2

−1

√
2 + x dx =


2 + x = t
dx = dt

x = −1⇒ t = 1
x = 2⇒ t = 4

 =

∫ 4

1

√
t dt =

(
x

3
2

3
2

)∣∣∣4
1
=

=
4

3
2

3
2

− 1
3
2

3
2

=
2

3
(8− 1) =

14

3
= 4

2

3

(b)
∫ 1

0
xex

2+1 dx
Rje²enje:

∫ 1

0

xex
2+1 dx =


x2 + 1 = t
2xdx = dt

x = 0⇒ t = 1
x = 1⇒ t = 2

 =

∫ 2

1

1

2
et dt =

1

2

(
et
) ∣∣∣2

1
=

=
1

2

(
e2 − e1

)
=

1

2
e (e− 1)
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(c)
∫ 1

0
ex (ex − 2) dx

Rje²enje:

∫ 1

0

ex (ex − 2) dx =


ex − 2 = t
exdx = dt

x = 0⇒ t = −1
x = 1⇒ t = e− 2

 =

∫ e−2

−1

t dt =

=

(
t2

2

) ∣∣∣e−2

−1
=

(e− 2)2

2
− (−1)2

2
=

1

2
(e2 − 2e+ 3)

(d)
∫ e2

e
1

x lnx
dx

Rje²enje:

∫ e2

e

1

x lnx
dx =


lnx = t
1
x
dx = dt

x = e⇒ t = 1
x = e2 ⇒ t = 2

 =

∫ 2

1

1

t
dt = (ln |t|)

∣∣∣2
1

= ln |2| − ln |1| = ln 2− ln 0 = ln 2

(e)
∫ 3

2
x

x2−1
dx

Rje²enje:

∫ 3

2

x

x2 − 1
dx =


x2 − 1 = t
2xdx = dt

x = 2⇒ t = 3
x = 3⇒ t = 8

 =

∫ 8

3

1

2t
dt =

1

2
(ln |t|)

∣∣∣8
3

=
1

2
(ln |8| − ln |3|) = 1

2
ln

8

3

(f)
∫ √

2

0
2xdx√

1−(x2−1)2

Rje²enje:

∫ √
2

0

2xdx√
1− (x2 − 1)2

=


t = x2 − 1
dt = 2xdx

x = 0⇒ t = −1
x =
√
2⇒ t = 1

 =

∫ 1

−1

dt√
1− t2

= arcsin t
∣∣∣1
−1

= arcsin 1− arcsin (−1) = π

2
− 3π

2
= −π
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Metoda parcijalne integracije

b∫
a

udv = (u · v)
b∣∣∣
a

−
b∫
a

vdu

Primjer 5.2.3. Metodom parcijalne integracije izra£unajte sljede¢e inte-
grale:

(a)
∫ π

0
x2 sinx dx

Rje²enje:∫ π

0

x2 sinx dx =

[
u = x2 =⇒ du = 2xdx

dv = sinxdx =⇒ v = − cosx

]
=

=
(
−x2 cosx

) ∣∣∣π
0
−
∫ π

0

−2x cosx dx =

=

[
u = x =⇒ du = dx

dv = cosxdx =⇒ v = sinx

]
=

=
(
−x2 cosx

) ∣∣∣π
0
+ 2

[
(x sinx)

∣∣∣π
0
−
∫ π

0

sinx dx

]
=

=
(
−x2 cosx

) ∣∣∣π
0
+ 2

[
(x sinx)

∣∣∣π
0
+ (cosx)

∣∣∣π
0

]
=

=
(
−(π)2 cos π

)
+ 2 [(π sin π) + (cos π)]−

−
[(
−02 cos 0

)
+ 2 [(0 sin 0) + (cos 0)]

]
=

= π2 + 2 (0− 1)− 2 · 1 = π2 − 4

(b)
∫ π

2

0
(5 + x) cosx dx

Rje²enje:∫ π
2

0

(5 + x) cosx dx =

[
u = 5 + x =⇒ du = dx

dv = cosxdx =⇒ v = sinx

]
=

= ((5 + x) sinx)
∣∣∣π2
0
−
∫ π

2

0

cosx dx =

= ((5 + x) sinx)
∣∣∣π2
0
− (sinx)

∣∣∣π2
0
=

=
((

5 +
π

2

)
sin

π

2
− sin

π

2

)
−

− ((5 + 0) sin 0− sin 0) =

= 5 +
π

2
− 1− 0 = 4 +

π

2
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(c)
∫ 1

0
(x2 − 1) ex dx

Rje²enje:∫ 1

0

(
x2 − 1

)
ex dx =

[
u = x2 − 1 =⇒ du = 2xdx

dv = exdx =⇒ v = ex

]
=

=
[(
x2 − 1

)
ex
] ∣∣∣1

0
−
∫ 1

0

2xex dx =

=

[
u = x =⇒ du = dx

dv = exdx =⇒ v = ex

]
=

=
[(
x2 − 1

)
ex
] ∣∣∣1

0
− 2

[
(xex)

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

ex dx

]
=

=
[(
x2 − 1

)
ex
] ∣∣∣1

0
− 2

[
(xex)

∣∣∣1
0
− ex

∣∣∣1
0

]
=

=
[(
12 − 1

)
e1 − 2 ·

(
1 · e1

)
− 2e1

]
−

−
[(
02 − 1

)
e0 − 2 ·

(
0 · e0

)
− 2e0

]
=

= (−2e− 2e)− (−1− 2) = −4e+ 3

(d)
∫ 3

1
(x+ 1) lnx dx

Rje²enje:∫ 3

1

(x+ 1) lnx dx =

[
u = lnx =⇒ du = 1

x
dx

dv = (x+ 1) dx =⇒ v = x2

2
+ x

]
=

=

[(
x2

2
+ x

)
lnx

] ∣∣∣3
1
−
∫ 3

1

(
x2

2
+ x

)
1

x
dx =

=

[(
x2

2
+ x

)
lnx

] ∣∣∣3
1
−
(
x2

4
+ x

) ∣∣∣3
1
=

=

[(
32

2
+ 3

)
ln 3−

(
32

4
+ 3

)]
−

−
[(

12

2
+ 1

)
ln 1−

(
12

4
+ 1

)]
=

=
15

2
ln 3− 21

4
+

5

4
=

15

2
ln 3− 4

(e)
∫ e

1
lnx dx

Rje²enje:∫ e

1

lnx dx =

[
u = lnx =⇒ du = 1

x
dx

dv = dx =⇒ v = x

]
= (x · lnx)

∣∣∣e
1
−
∫ e

1

x · 1
x
dx =

= (x · lnx)
∣∣∣e
1
− x
∣∣∣e
1
= (e · ln e− e)− (1 · ln 1− 1) = 1
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(f)
∫ 1

0
arctanx dx

Rje²enje:

∫ 1

0

arctanx dx =

[
u = arctanx =⇒ du = 1

1+x2dx

dv = dx =⇒ v = x

]
=

= x arctanx
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

x
1

1 + x2
dx =


1 + x2 = t
2xdx = dt

x = 0⇒ t = 1
x = 1⇒ t = 2


= x arctanx

∣∣∣1
0
− 1

2
ln |x|

∣∣∣2
1
=

= (1 arctan 1− 0 arctan 0)− 1

2
(ln 2− ln 1) =

= arctan 1− 1

2
(ln 2− 0) =

π

2
− 1

2
ln 2

(g)
∫ π

2

0
x2 sinx dx

Rje²enje:

∫ π
2

0

x2 sinx dx =

[
u = x2 =⇒ du = 2xdx

dv = sinxdx =⇒ v = − cosx

]
=

= −x2 cosx
∣∣∣π2
0
+

∫ π
2

0

2x cosx dx =

=

[
u = x =⇒ du = dx

dv = cosxdx =⇒ v = sinx

]
=

= −x2 cosx
∣∣∣π2
0
+ 2

(
x sinx

∣∣∣π2
0
−
∫ π

2

0

sinx dx

)
=

= −x2 cosx
∣∣∣π2
0
+ 2x sinx

∣∣∣π2
0
+ 2 cosx

∣∣∣π2
0
=

=

(
−π

2

2

cos
π

2
+ 2

π

2
sin

π

2
+ 2 cos

π

2

)
−

−
(
−02 cos 0 + 2 · 0 · sin 0 + 2 cos 0

)
=

= −π

2

2

· 0 + π · 1 + 2 · 0− 2 · 1 = π − 2

(h)
∫ π

0
ex sinx dx
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Rje²enje:∫ π

0

ex sinx dx =

[
u = ex =⇒ du = exdx

dv = sinxdx =⇒ v = − cosx

]
=

= −ex cosx
∣∣∣π
0
+

∫ π

0

ex cosx dx =

=

[
u = ex =⇒ du = exdx

dv = cosxdx =⇒ v = sinx

]
=

= −ex cosx
∣∣∣π
0
+ ex sinx

∣∣∣π
0
−
∫ π

0

ex sinx dx

Neka je
∫ π

0
ex sinx dx = I

I = −ex cosx
∣∣∣π
0
+ ex sinx

∣∣∣π
0
− I

2I = −ex cosx
∣∣∣π
0
+ ex sinx

∣∣∣π
0

2I = −
(
eπ cosπ − e0 cos 0

)
+
(
eπ sin π − e0 sin 0

)
2I = − (−eπ − 1) + (0− 0)

2I = eπ + 1/ : 2

I =
eπ + 1

2
=⇒

∫ π

0

ex sinx dx =
eπ + 1

2

5.3 Primjena odre�enog integrala

U ovom udºbeniku primjena odre�enog integrala se prikazuje u geometriji kao
ra£unanje povr²ine lika u ravnini, duljine luka krivulje u ravnini, volumena
rotacijskih tijela te u mehanici.

5.3.1 Primjena odre�enog integrala u geometriji

Ra£unanje povr²ine lika u ravnini

U prethodnom potpoglavlju se promatralo izra£unavanje povr²ine lika ome�enog
krivuljom y = f(x), osi apscisa i pravcima x = a i x = b pomo¢u odre�enog
integrala:

P =

∫ b

a

f(x) dx

U ovom potpoglavlju izra£unavati ¢e se povr²ina lika ome�enog pravcima
x = a, x = b i dvjema krivuljama, y = f1(x), y = f2(x), za koje vrijedi

f1(x) ≤ f2(x) za x ∈ [a, b]
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Tada je povr²ina jednaka

P =

∫ b

a

f2(x) dx−
∫ b

a

f1(x) dx =

∫ b

a

[f2(x)− f1(x)] dx

Primjer 5.3.1. Izra£unajte povr²inu dijela ravnine ome�enog grafovima
funkcija

y = x+ 5

y = x2 − 3x

Rje²enje:
Kako bi odredili povr²inu lika ome�enog krivuljama najprije je potrebno
skicirati funkcije:
Graf funkcije y = x+ 5 je pravac kojem je dovoljno odrediti dvije to£ke:

x 0 1
y 5 6

Graf funkcije y = x2−3x je parabola koja je okrenuta prema gore i odre�ena
svojim nulto£kama:
y = x2 − 3x = x(x− 3)⇒ x1 = 0, x2 = 3

−5 −1 5

5

10

Granice integrala su sjeci²ta funkcija:

x2 − 3x = x+ 5

x2 − 4x− 5 = 0

(x+ 1)(x− 5) = 0⇒ x1 = −1, x2 = 5
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Povr²ina je jednaka:

P =

∫ 5

−1

[
x+ 5− (x2 − 3x)

]
dx =

∫ 5

−1

(
−x2 + 4x+ 5

)
dx =

=

(
−x3

3
+ 4

x2

2
+ 5x

) ∣∣∣5
−1

=

(
−x3

3
+ 2x2 + 5x

) ∣∣∣5
−1

= 36

Primjer 5.3.2. Izra£unajte povr²inu dijela ravnine ome�enog grafovima
funkcija

y =
1

2
x2 − 4x

y = x

Rje²enje:
Graf funkcije y = 1

2
x2−4x je parabola koja je okrenuta prema gore i odre�ena

svojim nulto£kama:

y =
1

2
x2 − 4x = x(

1

2
x− 4)⇒ x1 = 0, x2 = 8

Graf funkcije y = x je pravac:

x 0 1
y 0 1

−5 5 10 15

−5

5

10
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Granice integrala, odnosno sjeci²ta funkcija:
1

2
x2 − 4x = x

1

2
x2 − 5x = 0

x(
1

2
x− 5) = 0⇒ x1 = 0, x2 = 10

Povr²ina je jednaka:

P =

∫ 10

0

[
x− (

1

2
x2 − 4x)

]
dx =

∫ 10

0

(
−1

2
x2 + 5x

)
dx =

=

(
−x3

6
+ 5

x2

2

) ∣∣∣10
0

=
250

3

Primjer 5.3.3. Izra£unajte povr²inu dijela ravnine ome�enog grafovima
funkcija

y = −x2 + 3x+ 10

y = x+ 2

Rje²enje:
Graf funkcije y = −x2 + 3x + 10 je parabola koja je okrenuta prema dolje i
odre�ena svojim nulto£kama:

y = −x2 + 3x+ 10 = (x− 5)(−x− 2)⇒ x1 = 5, x2 = −2
Graf funkcije y = x+ 2 je pravac:

x 0 1
y 2 3

−6 −2 2 4 6

5

10
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Granice integrala:

−x2 + 3x+ 10 = x+ 2

x2 − 2x− 8 = 0

(x− 4)(x+ 2) = 0⇒ x1 = 4, x2 = −2

Povr²ina je jednaka:

P =

∫ 4

−2

(−x2 + 3x+ 10− (x+ 2)) dx =

∫ 4

−2

(−x2 + 2x+ 8) dx =

=

(
−x3

3
+ 2

x2

2
+ 8x

) ∣∣∣4
−2

= 36

Primjer 5.3.4. Izra£unajte povr²inu dijela ravnine ome�enog grafovima
funkcija

y = −x2 + 9

y = x2 − 9

Rje²enje:
Graf zadanih funkcija je parabola:

y = −x2 + 9 = (3− x)(3 + x)⇒ x1 = 3, x2 = −3
y = x2 − 9 = (x− 3)(x+ 3)⇒ x1 = 3, x2 = −3

−10 −5 5 10

−5

5

Granice integrala:

−x2 + 9 = x2 − 9

2x2 − 18 = 0

2(x− 3)(x+ 3) = 0⇒ x1 = 3, x2 = −3
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Povr²ina je jednaka:

P =

∫ 3

−3

[
(−x2 + 9)− (x2 − 9)

]
dx =

∫ 3

−3

(−2x2 + 18) dx =

=

(
−2x

3

3
+ 18x

) ∣∣∣3
−3

= 72

Izra£unavanje duljine luka krivulje u ravnini

U ovom potpoglavlju obraditi ¢e se duljina luka krivulje zadane u pravokut-
nim koordinatama i to u eksplicitnom obliku y = f(x), odnosno x = y(x).

Duljina luka krivulje y = f(x) u ravnini izme�u to£aka x = a i x = b
ra£una se pomo¢u odre�enog integrala

s =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx

Primjer 5.3.5. Izra£unajte duljinu luka krivulje y =
√
x3 od x = 0 do x = 4.

Rje²enje:

1 2 3 4

2

4

6
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s =

∫ 4

0

√
1 + (

√
x3)′

2
dx =

∫ 4

0

√
1 + (

3

2

√
x)

2

dx =

=

∫ 4

0

√
1 +

9

4
x dx =


1 + 9

4
x = t

9
4
dx = dt

x = 0→ t = 1
x = 4→ t = 10

 =

=
4

9

∫ 10

1

√
t dt =

4

9
· 2
3
t
3
2

∣∣∣10
1

=
8

27

(
10

3
2 − 1

3
2

)
=

=
8

27

(√
103 − 1

)
= 9, 07

Primjer 5.3.6. Izra£unajte duljinu luka krivulje y = ln (1− x2) od x = 0
do x = 1

3
.

Rje²enje:

s =

∫ 1
3

0

√
1 + (ln (1− x2))′2 dx =

∫ 1
3

0

√
1 + (

−2x
1− x2

)
2

dx =

=

∫ 1
3

0

√
1 +

4x2

(1− x2)2
dx =

∫ 1
3

0

√
1− 2x2 + x4 + 4x2

(1− x2)2
dx =

=

∫ 1
3

0

√
1 + 2x2 + x4

(1− x2)2
dx =

∫ 1
3

0

√
(1 + x2)2

(1− x2)2
dx =

=

∫ 1
3

0

1 + x2

1− x2
dx =

∫ 1
3

0

1 + (1− 1) + x2

1− x2
dx =

=

∫ 1
3

0

(
2

1− x2
− 1− x2

1− x2

)
dx =

∫ 1
3

0

(
2 · 1

1− x2
− 1

)
dx =

=

[
2 · 1

2
· ln
∣∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣∣− x

] ∣∣∣ 13
0
=

[
ln

4
3
2
3

− 1

3

]
− [ln 1− 0] =

= ln 2− 1

3

Primjer 5.3.7. Izra£unajte duljinu luka krivulje y = ln (sin x) od x = π
3
do

x = 2π
3
.
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Rje²enje:

s =

∫ 2π
3

π
3

√
1 + (ln (sinx))′2 dx =

∫ 2π
3

π
3

√
1 + (−cosx

sinx
)2 dx =

=

∫ 2π
3

π
3

√
1 +

cos2 x

sin2 x
dx =

∫ 2π
3

π
3

√
sin2 x+ cos2 x

sin2 x
dx =

=

∫ 2π
3

π
3

√
1

sin2 x
dx =

∫ 2π
3

π
3

∣∣∣∣ 1

sinx

∣∣∣∣ dx =

∫ 2π
3

π
3

1

sinx
dx =

=


tg x

2
= t

dx = 2dt
1+t2

sinx = 2t
1+t2

x = π
3
→ t = tg π

6
=

√
3
3

x = 2π
3
→ t = tg π

3
=
√
3

 =

=

∫ √
3

√
3
3

1
2t

1+t2

· 2dt

1 + t2
=

∫ √
3

√
3

3

dt

t
= ln |t|

∣∣∣√3

√
3

3

= ln
√
3− ln

√
3

3
=

= ln
√
3− ln

√
3 + ln 3 = ln 3

Odre�ivanje volumena rotacijskih tijela

Volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi povr²ine ome�ene grafom
funkcije y = f(x) i pravcima x = a i x = b jednak je

V = π

∫ b

a

f(x)2 dx

Primjer 5.3.8. Izra£unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi
povr²ine ome�ene grafom funkcije f(x) = x3 i pravcima x = 0 i x = 1.
Rje²enje:
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−1 −0.5 0.5 1 1.5

−2

−1

1

2

3

V = π

∫ 1

0

(x3)2 dx = π

∫ 1

0

x6 dx =

= π

(
x7

7

) ∣∣∣1
0
= π

(
1

7
− 0

)
=

π

7
≈ 0, 45

Volumen tijela koje nastaje rotacijom oko y-osi povr²ine ome�ene grafom
funkcije y = f(x) i pravcima y = a i y = b jednak je

V = π

∫ b

a

[
f−1(y)

]2
dy

Primjer 5.3.9. Izra£unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko y-osi
povr²ine ome�ene grafom funkcije f(x) = ln x i pravcima y = 0 i y = 2.
Rje²enje:

−10 −5 5 10

−1

1

2
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Inverzna funkcija funkcije f(x) = ln x jednaka je f−1(y) = ey.

V = π

∫ 2

0

e2y dy = π

(
1

2
e2y
) ∣∣∣2

0
=

= π

(
1

2
e4 − 1

2
e0
)

=
π

2

(
e4 − 1

)
≈ 84, 19

Volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi povr²ine ome�ene grafovima
funkcija f(x) i g(x) za koje vrijedi da za svaki x ∈ [a, b] g(x) ≤ f(x) jednak
je

V = π

∫ b

a

(
f(x)2 − g(x)2

)
dx

Ako povr²ina rotira oko y-osi tada je volumen jednak

V = π

∫ b

a

([
f−1(y)

]2 − [g−1(y)
]2)

dy

Primjer 5.3.10. Izra£unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi
povr²ine ome�ene grafovima funkcija f(x) = x2 + 1 i g(x) = 2x+ 4.
Rje²enje:

−3 −2 −1 1 2 3

−10

−5

5

10

Granice integrala su sjeci²ta funkcija:

x2 + 1 = 2x+ 4

x2 − 2x− 3 = 0

(x+ 1)(x− 3) = 0⇒ x1 = −1, x2 = 3
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Volumen tijela jednak je

V = π

∫ 3

−1

[
(2x+ 4)2 −

(
x2 + 1

)2]
dx =

= π

∫ 3

−1

[
4x2 + 16x+ 16−

(
x4 + 2x2 + 1

)]
dx =

= π

∫ 3

−1

[
−x4 + 2x2 + 16x+ 15

]
dx =

= π

[
−x5

5
+ 2

x3

3
+ 16

x2

2
+ 15x

] ∣∣∣3
−1

=

= π

(
−35

5
+ 2

33

3
+ 16

32

2
+ 15 · 3

)
−

− π

(
−(−1)5

5
+ 2

(−1)3

3
+ 16

(−1)2

2
+ 15 · (−1)

)
≈ 295

5.3.2 Primjena odre�enog integrala u mehanici

Gibanje £estice

Brzina v je temeljna zna£ajka gibanja £estice i moºe se shvatiti kao skra¢enica
za sintagmu brzine kojom se mijenja poloºaj £estice u vremenu. Ako se pro-
matra promjena poloºaja od to£ke 1 do to£ke 2, onda se srednja brzina £estice
u nekom vremenskom intervalu ∆t, de�nira kao omjer promjene poloºaja £es-
tice i proteklog vremena.

v =
s2 − s1
t2 − t1

=
∆s

∆t

Ako se ºeli izra£unati trenutna brzina £estice u nekom trenutku t, onda
se moºe zamisliti da je vremensko razdoblje ∆t sve kra¢e, tj. da teºi nuli, pri
£emu se to£ka 2 sve vi²e pribliºava to£ki 1. Tada se gornji izraz moºe zapisati
kao:

v = lim
∆t→0

∆s

∆t
=

ds

dt
Dakle, radi o prvoj derivaciji pomaka po vremenu, koja predstavlja trenutnu
brzinu £estice u nekom trenutku.
Na sli£an na£in moºe se objasniti i ubrzanje, tj. brzina promjene brzine.

a =
∆v

∆t

a = lim
∆t→0

∆v

∆t
=

∆v

∆t
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Dakle, u op¢em slu£aju pravocrtno gibanje je de�nirano s izrazima:

v =
ds

dt
⇒ s =

∫
v dt

a =
dv

dt
⇒ v =

∫
a dt

Analogno tome, kruºno gibanje je u op¢em slu£aju de�nirano s izrazima:

ω =
dϕ

dt
⇒ ϕ =

∫
ω dt

ϵ =
dω

dt
⇒ ω =

∫
ϵ dt

gdje je ϕ kutni pomak, ω kutna brzina, a ϵ kutno ubrzanje.

Primjer 5.3.11. Brzina vozila (km
h
) koje se giba duº x-osi je dana funkcijom

vx(t) = t3 + 3
√
t

Na�ite pomak vozila od t1 = 0h do t2 = 3h.
Rje²enje:

s =

∫ 3

0

(
t3 + 3

√
t
)
dt =

=

(
t4

4
+ 3

2

3

√
t3
) ∣∣∣3

0
=

34

4
+ 2
√
33 −

(
04

4
+ 2
√
03
)
≈ 30.64

Vozilo je napravilo pomak od 30.64 km.

Primjer 5.3.12. �estica se giba po pravcu tako da joj se brzina mijenja po
zakonu v(t):

v(t) = 4t3 + 6t

Vrijeme t je zadano u sekundama [s], a brzina v u [m/s]. Potrebno je odrediti
pomak u ovisnosti o vremenu s(t), ako je u po£etnom trenutku t0 = 0s do
t1 = 2s.
Rje²enje:

s =

∫ 2

0

(
4t3 + 6t

)
dt =

(
4
t4

4
+ 6

t2

2

) ∣∣∣2
0
=

=
(
t4 + 3t2

) ∣∣∣2
0
=
(
24 + 3 · 22

)
−
(
04 + 3 · 02

)
≈ 28m

�estica je napravila pomak od 28 m.
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Primjer 5.3.13. �estica se giba po pravcu tako da joj se ubrzanje mijenja
po zakonu a(t):

a(t) = t2 +
√
t

Vrijeme t je zadano u sekundama [s], a ubrzanje a u [m/s2]. Potrebno je
odrediti zakon promjene brzine u ovisnosti o vremenu v(t) i pomak u ovis-
nosti o vremenu s(t), ako je u po£etnom trenutku t0 = 0s do t0 = 4s.
Rje²enje:

v =

∫ (
t2 +
√
t
)
dt =

t3

3
+

2

3

√
t3

s =

∫ 4

0

(
t3

3
+

2

3

√
t3
)

dt =

(
t4

4 · 3
+

2

3
· 2
5

√
t5
) ∣∣∣4

0
=

=
44

12
+

4

15

√
45 −

(
04

12
+

4

15

√
05
)
≈ 29.86m

�estica je napravila pomak od 29.86 m.

Primjer 5.3.14. �estica se giba po kruºnici tako da joj se kutna brzina
mijenja po zakonu ω(t):

ω(t) = 0.5t3 +
3

4
t2 + 2

Vrijeme t je zadano u sekundama [s], a kutna brzina ω u [rad/s]. Odredite
promjene kuta u ovisnosti o vremenu, ako je u po£etnom trenutku t0 = 2s
do t1 = 6s.
Rje²enje:

ϕ =

∫ 6

2

(
0.5t3 +

3

4
t2 + 2

)
dt =

(
0.5 · t

4

4
+

3

4
· t

3

3
+ 2t

) ∣∣∣6
2
=

=

(
t4

8
+

t3

4
+ 2t

) ∣∣∣6
2
=

(
64

8
+

63

4
+ 2 · 6

)
−
(
24

8
+

23

4
+ 2 · 2

)
=

= (162 + 54 + 12)− (2 + 2 + 4) = 220

�estica je napravila kutni pomak od 220 rad.

Rad

RadW je �zikalna veli£ina koja opisuje djelovanje sile F na neko tijelo na duº
prije�enog puta s. Elementarni rad sileW je jednak umno²ku diferencijalnog
pomaka ds i sile F u smjeru pomaka.

dW = Fds
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Kada su zadane po£etna i kona£na to£ka poloºaja tijela, rad sile na cijelom
putu de�niran je kao:

W =

∫ s2

s1

F (s) ds

Primjer 5.3.15. Sila djeluje u smjeru gibanja tijela, te se mijenja u ovisnosti
o putu prema funkciji F (s):

F (s) =
2s2 +

√
s

s

Koliki rad obavi sila nad tijelom na putu od s1 = 0 do s2 = 2?
Rje²enje:

W =

∫ 2

0

2s2 +
√
s

s
ds =

∫ 2

0

(
2s+ s

−1
2

)
ds =

(
2
s2

2
+

s
1
2

1
2

)∣∣∣2
0
=

=
(
22 + 2

√
2
)
−
(
02 + 2

√
0
)
≈ 6.83J

Sila je obavila rad nad tijelom od 6.83 J.

Primjer 5.3.16. Na putu s na tijelo djeluje sila F paralelna s podlogom.
Sila se mijenja u ovisnosti o putu prema funkciji:

F (s) = cos s+ 2

Koliki rad obavi sila nad tijelom na putu od 720 m?
Rje²enje:

W =

∫ 720

0

(cos s+ 2) ds = (sin s+ 2s)
∣∣∣720
0

=

= (sin 720 + 2 · 720)− (sin 0 + 2 · 0) = 1440J

Impuls sile

Impuls sile de�nira se kao umnoºak sile i vremena tijekom kojeg je ta sila
djelovala, tj. kao karakteristika djelovanja jedne sile na neko tijelo tijekom
vremenskog intervala. Elementarni impuls sile podrazumijeva djelovanje sile
za beskona£no kratki vremenski interval:

dI = Fdt
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Impuls sile za kona£ni vremenski interval izra£unava se kao zbroj odgovara-
ju¢ih elementarnih impulsa. Jedinica za impuls sile je Ns (Newton sekunda).

I =

∫ t2

t1

F dt

Primjer 5.3.17. Sila djeluje u smjeru gibanja tijela, te se mijenja u ovisnosti
o vremenu prema funkciji F (t):

F (t) = 2t3 + 3t2 + t+ 1

Koliki je impuls sile u vremenu od t1 = 5 do t2 = 10? Mjerna jedinica za
Impuls sile je newton sekunda [Ns], sila je zadana u newtonima [N], a vrijeme
u sekundama [s].
Rje²enje:

I =

∫ 10

5

(
2t3 + 3t2 + t+ 1

)
dt =

(
2
t4

4
+ 3

t3

3
+

t2

2
+ t

) ∣∣∣10
5

=

=

(
1

2
· 104 + 103 +

102

2
+ 10

)
−
(
1

2
· 54 + 53 +

52

2
+ 5

)
= 5605Ns

Impuls sile iznosi 5605 Ns.

5.4 Zadaci za vjeºbu

Zadatak 5.4.1. Primjenom odgovaraju¢e metode izra£unajte sljede¢e inte-
grale:

(a)
∫ (

6x6 + 4x3 − 7x2 + 3x+ 5
x

)
dx

(b)
∫
(cosx− 5x+ 4ex − 1) dx

(c)
∫ (x+3)(x−2)

x
dx

(d)
∫

2x
x2−1

dx

(e)
∫
sin (5x− 4) dx

(f)
∫

1+cosx
x+sinx

dx

(g)
∫
ex (x+ 3) dx

(h)
∫
(x2 − 1) cosx dx
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Rje²enje:

(a) 6
7
x7 + x4 − 7

3
x3 + 3

2
x2 + 5 ln |x|+ C

(b) sinx− 5
2
x2 + 4ex − x+ C

(c) 1
2
x2 + x− 6 ln |x|+ C

(d) ln |x2 − 1|+ C

(e) −1
5
cos (5x− 4) + C

(f) ln |x+ sinx|+ C

(g) ex (x+ 3)− ex + C

(h) (x2 − 1) · sinx+ 2x · cosx− 2 sinx+ C

Zadatak 5.4.2. Primjenom metode supstitucije izra£unajte sljede¢e inte-
grale:

(a)
∫
e5 cosx · sinx dx

(b)
∫
cos (cos2 x+ 1) · cosx · sinx dx

(c)
∫

ex+2x
ex+x2 dx

(d)
∫ √

x2 + 3x+ 1(2x+ 3) dx

Rje²enje:

(a) −1
5
e5 cosx + C

(b) −1
2
sin(cos2 x+ 1) + C

(c) ln |ex + x2|+ C

(d) 2
3

√
(x2 + 3x+ 1)3 + C

Zadatak 5.4.3. Primjenommetode parcijalne integracije izra£unajte sljede¢e
integrale:

(a)
∫
ex (x2 + 2) dx

(b)
∫
(x2 − x− 2) ex dx

(c)
∫
x2 · sinx dx
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(d)
∫
(x2 + 2x) · sinx dx

(e)
∫
(x2 + 5x+ 3) · cosx dx

(f)
∫
(x+ 2) lnx dx

(g)
∫
(x2 − x− 1) lnx dx

(h)
∫
(5x4 + 3x2) arctanx dx

Rje²enje:

(a) ex (x2 + 2)− 2xex + 2ex + C

(b) (x2 − x− 2) ex − (2x− 1) ex + 2ex + C

(c) −x2 cosx+ 2x sinx+ cosx+ C

(d) − (x2 + 2x) cosx+ (2x+ 1) sinx+ 2 cosx+ C + C

(e) (x2 + 5x+ 3) sinx+ (2x+ 5) cosx− 2 sinx+ C + C

(f)
(

x2

2
+ 2x

)
lnx− x2

4
− 2x+ C

(g)
(

x3

3
− x2

2
− x
)
lnx− x3

9
+ x2

4
+ x+ C

(h) (x5 + x3) arctanx− x4

4
+ C

Zadatak 5.4.4. Primjenom odgovaraju¢e metode izra£unajte sljede¢e inte-
grale:

(a)
∫

x
2x2+2x+5

dx

(b)
∫

cosx
1+sin2 x

dx

(c)
∫
ctgx dx

(d)
∫

dx
(x+3)4

(e)
∫

4dx
(5x−3)4

(f)
∫

dx
x2−6x−7

(g)
∫

x−2
x2+2x−3

dx

(h)
∫ tg x

2

1+cosx
dx
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Rje²enje:

(a) 1
4
ln |2x2 + 2x+ 5| − 1

6
arctan 2x+1

3
+ C

(b) arctan (sin x) + C

(c) ln |sinx|+ C

(d) −1
3
· 1
(x+3)3

+ C

(e) − 4
15
· 1
(5x−3)3

+ C

(f) 1
8
ln
∣∣x−7
x+1

∣∣+ C

(g) 1
2
ln |x2 + 2x− 3| − 3

4
ln
∣∣x−1
x+3

∣∣+ C

(h) 1
2
tg2 x

2
+ C

Zadatak 5.4.5. Rije²ite sljede¢e integrale rastavom na parcijalne razlomke:

(a)
∫

dx
x2−5x−6

(b)
∫

4x−1
x3−3x−2

dx

(c)
∫

2−4x2

x3−x
dx

(d)
∫

3x4+2x2+1
x(x2+1)2

dx

Rje²enje:

(a) 1
7
ln
∣∣x−6
x+1

∣∣+ C

(b) ln
∣∣x−2
x+1

∣∣− 1
x+1

+ C

(c) − ln |x4 − x2|+ C

(d) ln |x3 + x| − 1
x2+1

+ C

Zadatak 5.4.6. Primjenom odgovaraju¢e metode izra£unajte sljede¢e inte-
grale:

(a)
∫ 3

2
3x2 dx

(b)
∫ 3

−2
5x3 dx

(c)
∫ 2

−1
(x3 − 6x2 + 2x− 3) dx
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(d)
∫ 2π

0

∣∣sin3 x
∣∣ dx

(e)
∫ e

1
lnx+5

x
dx

(f)
∫ e

1
ln2 x
x

dx

(g)
∫ 0

−2
x2

(x3+1)2
dx

(h)
∫ 0

−1
2ex

2
x dx

Rje²enje:

(a) 19

(b) 811
4

(c) −201
4

(d) 8
3

(e) 11
2

(f) 1
3

(g) − 8
21

(h) e− 1

Zadatak 5.4.7. Primjenommetode parcijalne integracije izra£unajte sljede¢e
integrale:

(a)
∫ e

1
lnx dx

(b)
∫ e

1
x2 lnx dx

(c)
∫ 1

0
(x2 − 2) ex dx

(d)
∫ π

2

0
e(x+1) sinx dx

(e)
∫ π

π
2
(x+ 1) sinx dx

(f)
∫ 1

0
arctanx dx

(g)
∫ 3

0
x arctanx dx
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(h)
∫ 3

0
arcsinx dx

Rje²enje:

(a) 1

(b) 2
9
e3 + 1

9

(c) −e

(d) e
2

(
e

pi
2 − 1

)
(e) π

(f) π
4
− 1

2
ln 2

(g) 5 arctan 3− 3
2

(h) π
2
+

√
3
2
− 1

Zadatak 5.4.8. Odredite povr²inu lika ome�enog krivuljama:

(a) y = x2 + 1, y = x− 1

(b) y = 2x− x2, y = −x

(c) y = −x2 + 6x− 8, y = 2x− 5

(d) y = x2 − 3x− 4, y = −x− 1

(e) y = x2 − 1, y = −x2 + x+ 2

(f) y = x2 + 4x− 5, y = −x2 − 2x+ 3

(g) y2 − 2x− 1 = 0, x− y − 1 = 0

(h) y =
√
x, y = x2

Rje²enje:

(a) 41
2

(b) 41
2

(c) 11
3
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(d) 102
3

(e) 10 5
24

(f) 412
3

(g) 51
3

(h) 1
3

Zadatak 5.4.9. Izra£unajte duljinu luka krivulje f(x) = 1
4
x2 − 1

2
lnx od

x = 1 do x = e.
Rje²enje: 1

4
e2 + 1

4

Zadatak 5.4.10. Izra£unajte duljinu luka krivulje f(x) = ln cosx od x = 0
do x = π

3
.

Rje²enje: ln
(
2 +
√
3
)

Zadatak 5.4.11. Izra£unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi
povr²ine ome�ene grafovima funkcija f(x) = x2 − 1 i g(x) = x+ 1.
Rje²enje:π

6

Zadatak 5.4.12. Izra£unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi
povr²ine ome�ene grafom funkcije f(x) = 2x2 i pravcima x = 2 i x = 4.
Rje²enje:3968π

5

Zadatak 5.4.13. Brzina vozila (km
h
) koje se giba duº x-osi je dana funkcijom

vx(t) = 3t2 + 7
√
t5. Na�ite pomak vozila od t1 = 0h do t2 = 2h.

Rje²enje:
Vozilo je napravilo pomak od 30.63 km.

Zadatak 5.4.14. Brzina vozila (km
h
) koje se giba duº x-osi je dana funkcijom

vx(t) =
2t2+

√
t

t
. Na�ite pomak vozila od t1 = 0h do t2 = 4h.

Rje²enje:
Vozilo je napravilo pomak od 20 km.

Zadatak 5.4.15. Na tijelo djeluje sila paralelna s podlogom, te se mijenja
u ovisnosti o prije�enom putu. Funkcija koja opisuje promjenu sile je F =
2s+ 1. Koliki rad obavi sila nad tijelom na putu od 1 metra?
Rje²enje:
Sila nad tijelom obavi rad od 2J.
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