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Predgovor

Ovaj udzbenik nastao je nakon dugogodisnjeg rada na kolegiju Matematika
sa studentima Veleucilista u Sibeniku stru¢nih prijediplomskih studija iz po-
drucja tehnic¢kih znanosti.

Tekst udzbenika namijenjen je upravo studentima struc¢nih prijediplom-
skih studija Veleucilista u éibeniku, odnosno budué¢im prvostupnicima inzen-
jerima. Stoga je vedéi naglasak stavljen na primjere nego same stroge formalne
matematicke teorije. Naime, teorijski uvod u svakom poglavlju napravljen
sazeto, a upotrijebljen je matematicki jezik primjereniji studentima strucnih
studija.

Udzbenik se sastoji od 5 poglavlja. U prvom poglavlju opisane su osnove
pojma skupa, operacija nad skupovima, te svojstva skupova brojeva. Drugo
poglavlje odnosi se na matrice, determinte matrice, inverz matrice te sustave
linearnih jednadzbi. U trecem poglavlju obraden je klasi¢ni vektorski racun.
Cetvrto poglavlje donosi osnovne elemente matematicke analize i diferenci-
jalnog rac¢una realne funkcije realne varijable. U petom poglavlju prikazan je
pojam i osnovna svojstva neodredenog, odnosno odredenog integrala, metode
integriranja ali i primjena odredenog integrala u geometriji i mehanici. Svako
poglavlje je poprac¢eno s viSe rijesenih primjera. Na kraju svakog poglavlja
dani su zadaci za vjezbu s rjeSenjima.

Osobitu zahvalnost dugujemo recenzentima dr.sc. Ani Perisi¢ i prof.dr.sc.
Nikoli Koceié¢-Bilanu na suradnji te brojnim korisnim savjetima kao i primjed-
bama i prijedlozima koji su znacajno pridonijeli pri pisanju ovog udzbenika.
Takoder, zahvaljujemo kolegi Luki Olivariu pri pomoé¢i u odabiru zadataka
kod primjene integrala u mehanici.

Unaprijed se ispricavamo i zahvaljujemo svim citateljima na ukazanim
greskama, nepreciznostima, primjedbama kako bi se sadrzaj ovog udzbenika
poboljsao pri izradi novog izdanja.
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Poglavlje 1

Skupovi

1.1 Pojam skupa

Intuitivno je jasno Sto se podrazumijeva pod pojmom skup. To je svaka
kolekcija objekata, bilo nabrojenih pojedinacno, bilo karakteriziranih nekim
zajednickim svojstvom. Pojam skupa je toliko jednostavan, da ga nije moguce
definirati, tj. opisati uz pomoc¢ jo$ jednostavnijih pojmova. Prema tome,
skup se smatra osnovnim, nedefiniranim pojmom u matematici.

Skupovi se obi¢no oznacavaju velikim slovima:A, B,C'... XY, Z. Ob-
jekti koji tvore dani skup nazivaju se elementima toga skupa ili njegovim
¢lanovima. Elementi skupova oznacavaju se malim slovima: a,b,c,...,x,y, 2.
éinjenica da neki objekt = pripada skupu X zapisuje se x € X i ¢ita se "z je
element skupa X”. Zapis = ¢ X oznacava da objekt = ne pripada skupu X.
Skup koji nema niti jedan element zove se prazan skup i oznacava simbolom
0.

Skupovi se obi¢no vizualiziraju Vennovim dijagramima.

Primjer 1.1.1. Prikaz skupa A = {a,b,c} Vennovim dijagramom.

Skup A ima tri elementa, d nije element skupa A. Broj elemenata skupa
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naziva se kardinalnim brojem skupa, te oznacava card(A). U ovom prim-
jeru card(A) = 3.

Napomena 1.1.1. Kardinalni broj praznog skupa je 0, card(f)) = 0.

1.2 Zadavanje skupova

Skup se moze zadati nabrajanjem njegovih ¢lanova. U tom sluc¢aju koriste se
viticaste zagrade izmedu kojih se nabrajaju svi elementi skupa. Naprimjer
A = {a,e,i,o0,u}. Skupovi se mogu zadati i koristenjem svojstva ili karak-
teristike koju svi elementi tog skupa zadovoljavaju. U tom slu¢aju bitno
je naglasiti iz kojeg vec¢eg skupa biramo element s odredenim svojstvom ili
karakteristikom. Naprimjer, neka je skup A skup svih samoglasnika. Tada
se moze re¢i da A sadrzava sva slova hrvatske abecede koja zadovoljavaju
svojstvo da su samoglasnici. Matematicki se navedeno moze zapisati kao:
A = {z je slovo hrvatske abecede|x je samoglasnik}. Ovakav zapis se ¢ita:
Neka je A skup svih slova x takvih da je z samoglasnik.

Neka je p(z) odredeno svojstvo, skup koji sadrzava sve elemente x iz
nekog pocetnog skupa X koji zadovoljavaju svojstvo p(z) zapisuje se:

A= {x e Xp(x)}

i ¢ita se "A je skup svih elemenata x koji imaju svojstvo p(x).

Skupovi ne moraju imati konacan broj elemenata. Naime, u matematici
se Cesto koriste skupovi brojeva koji imaju beskona¢no mnogo elemenata.
Ukoliko je iz zapisa prvih nekoliko elemenata skupa jasno pravilo po kojem se
ponasaju ostalih ¢lanovi skupa onda se skup ponekad moze zadati nabrajajuci
prvih nekoliko elemenata nakon kojih se pisu tri tocke: "...".

Primjer 1.2.1. Skup prirodnih brojeva {1,2,3,4,...} oznatava se s N.
Zadatak 1.2.1. NapiSite sve elemente zadanih skupova:
(a) A={r eN|z —2=3}
(b) B={z e N|z < 3}
(c) C={reNjz <1}
(d) D={xeNjz <1}
() E={zeN|6 <zx<9}

Rjesenje:
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a) r—2=3=c=5=A={5}

(
(by z<3=ax=1iliz=2= B=1{1,2}

)
)

(c)z<l=zxz=1=C={1}

(d) Ne postoji prirodan broj koji je strogo manji od 1. Dakle, D = ().
)

() 6<zr<9=zx=06iliz=Tiliz=8=FE=1{6,7,8}

1.3 Odnosi medu skupovima

1.3.1 Podskup i nadskup

Neka su A i B skupovi. Ako je svaki element iz skupa A ujedno element
skupa B onda se kaze da je skup A podskup skupa B i oznaCava se A C B.
Vennovim dijagramom se prikazuje ¢injenica da je A podskup od B :

B

Ako postoji element iz A koji nije element skupa B onda A nije podskup od
B i oznacava se A  B.

Skup B nadskup skupa A i pise se B D A, ako je A podskup od B. Skup
A je pravi podskup skupa B ako je A C B i postoji barem jedan element
skupa B koji nije element skupa A. PiSe se:

ACB

Zadatak 1.3.1. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite je li A C B.
(a) A={2,3} i B=1{1,2,3}
(by A=1{1,2,3} 1 B=1{1,3,4,5,6}
(c) A={zeNd>z>2}iB={reN|3>z>2}
(d) A=0iB=N
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Rjesenje:

(a) A C B jer je svaki element iz skupa A ujedno i element skupa B.

(b) AZ Bjer2€ Ai2¢ B.

() A={2,3ViB={2). ACBjer3c Ai3¢ B

(d) Prazan skup nema niti jedan element, pa je trivijalno ispunjeno da je
svaki element iz A ujedno i u B. Dakle, A C B.

Napomena 1.3.1. Prazan skup je podskup svakog svakog skupa.

1.3.2 Jednakost skupova

Za dva skupa A i B kazemo da su jednaki ako je svaki element skupa A
ujedno element skupa B te svaki element skupa B je ujedno element skupa

A.

Napomena 1.3.2. Navedena definicija implicira da ako su dva skupa Ai B
jednaka, onda je AC Bi B C A.

Zadatak 1.3.2. Neka su dani skupovi:

A=1{1,2,3,4,5)
B={55,4,4,3,3,2,2,1,1}

Jesu li skupovi A i B jednaki?

Rjesenje:

Da, skupovi A i B su jednaki jer je svaki element skupa A ujedno i element
skupa B te obratno svaki element skupa B je ujedno i element skupa A.

1.4 Komplement skupa

U razmatranjima skupova cesto je prakti¢no sve skupove koji se promatraju
smijesiti u jedan veliki skup. Time skupovi koji se razmatraju postaju pod-
skupovi tog velikog skupa. Taj veliki skup oznacava se s U i zove se uni-
verzalni skup. Univerzalnost skupa U je relativna, te ¢e njegova konkretna
definicija varirati od problema do problema. Kod crtanja Vennovih dija-
grama univerzalni skup U se najcesc¢e prikazuje kao pravokutnik u koji se
smjestaju ostali skupovi.



1.4. KOMPLEMENT SKUPA ot

u

Neka je A CU i A # U. Svi elementi skupa U koji nisu u skupu A tvore

skup koji se zove komplement skupa A i oznacava se A°. Matematicki,
AY ={x elU|x ¢ A}.

u
AC

Zadatak 1.4.1. Neka su zadani skupovi A = {1,2,3,4,5}i B = {2,4,6,8,10},
te univerzalni skup U = {x € N|z < 10}. Odredite A° i BC.

RjeSenje:

A¢ =16,7,8,9,10}, B = {1,3,5,7,9}.
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1.5 Operacije na skupovima

U ovom potpoglavlju definirati ¢e se operacije poput unije, presjeka te razlike
pomocu kojih se od postojec¢ih skupova mogu formirati novi skupovi.

1.5.1 Unija skupova

Neka su zadani skupovi A i B te univerzalni skup ¢/. Unija skupova A i
B u oznaci AU B je skup svih elemenata koji pripadaju barem jednom od
skupova A ili B.

AUB={xelUlx € Aili z € B}

Iz definicije unije slijedi AC AUBiBC AUB.

Zadatak 1.5.1. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite AU B.
(a) A=1{2,4,6}i B={4,56}
(b)y A=01B=1{1,2,3,4,5}

(c

(d) A={1,2,3}iB={reN0<z <4}

)
) A=NiB=1{2,4,6,8,...}

Rjesenje:

(a) AUB =1{2,4,5,6}

(b) AUB =1{1,2,3,4,5} = B.

(c) AUB=N=A.

(d) B={1,2,3} = AuB=1{1,2,3} = A=B.
Napomena 1.5.1. Za svaki skup A vrijedi:

AU =A
AUA=A

Ako je BC A, onda je AUB = A.
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1.5.2 Presjek skupova

Neka su zadani skupovi A i B te univerzalni skup Y. Presjek skupova A
i B, uoznaci AN B je skup svih elemenata koji se nalaze istovremeno i u
skupu A i u skupu B.

AnNB={zxeU|lre Aix e B}

Iz definicije presjeka slijedi ANBC Ai ANBC B.
Zadatak 1.5.2. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite AN B.
(a) A={2,4,6}iB={4,5,6}
(b) A=01B=1{1,2,3,4,5}
(c) A=NiB=1{24,6,8,...}
(d)y A={1,2,3} i B={zeN|0<x <4}
RjeSenje:
(a) ANB={4,6}
(b) AN B =40.
(c) ANB=1{2,4,6,8,...} = B.
(d) B={1,2,3}=ANB={1,23=A=B
Napomena 1.5.2. Za svaki skup A vrijedi:

ANd =10
ANA=A

Ako je BC A,ondaje ANB=B.

Ako su A i B neprazni skupovi koji nemaju zajednic¢kih elemenata, to
jest AN B =), onda su A i B disjunktni skupovi.
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1.5.3 Razlika skupova

Neka su zadani skupovi A i B. Razlika skupova A i B, u oznaci A\ B ("A
bez B") je skup svih elemenata koji se nalaze u skupu A, ali ne nalaze u
skupu B.

A\ B ={z € Alz ¢ B}

Iz definicije razlike slijedi A\ B C A. Opéenito vrijedi A\ B # B\ A.
Zadatak 1.5.3. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite A\ Bi B\ A.
(a) A={2,4,6}iB={4,56}
(b) A=01iB={1,2,3,4,5}
() A=NiB=1{2468,...}
(d) A={1,2,3}iB={zre N0 <z <4}
Rjesenje:
(a) A\B={2}, B\ A= {5}

(b) A\B=0, B\ A=1{1,2,3,4,5} = B. Opcenito ako je A=, onda je
B\ A = B, za svaki skup B.

(c) A\ B=1{1,3,5,7,...}, B\ A ={. Opcenito ako je B C A, onda je
B\ A=0.

(d) B={1,2,3} = A\ B=B\ A=0.
Napomena 1.5.3. Za svaki skup A vrijedi:

A\D=A
ANA=0

Ako je B C A, onda je B\ A =10.
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1.5.4 Svojstva operacija na skupovima

Za skupove A, B i C vrijede slijedeca svojstva:
(i) Komutativnost
AUB=BUA
ANB=BnNA
(ii) Asocijativnost
(AUB)UC =AU (BUC)
(ANB)NC=ANn(BNC)
(iii) Idempotentnost
AUA=A
ANA=A

(iv) Distributivnost

(v) Involutivnost

(vi) De Morganove formule
(AUB)® = A°n B¢
(ANB) = A°U B¢
Zadatak 1.5.4. Dokazite da vrijedi:
(A°UB%)“ =ANnB

RjeSenje:
Koriste¢i De Morganove formule na skupovima A® i BY vrijedi:

(A% U BY)C = (49 n(BY)C
Zbog svojstva involutivnosti vrijedi
(A9 = A
(B)" =B

Iz toga slijedi:
(AU B =A°“NB°“=ANnB
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1.6 Kartezijev produkt skupova

Neka su skupovi A i B neprazni skupovite a € Aib € B elementi skupova A
i B. Uredeni par (a,b) je skup u kojemu je element a na prvom mjestu, a
element b na drugom mjestu. Skup (a,b) # {a,b} jer u skupu {a, b} poredak
elemenata a i b nije bitan. Element a se jo§ naziva i prva koordinata, a
element b druga koordinata skupa (a, b).
Vrijedi (a,b) = (¢, d) ako i samo ako je a =cib=d.

Kartezijev produkt skupova A i B u oznaci A x B je skup svih ure-
denih parova (a,b) gdje jea € Ai b€ B.
Primjer 1.6.1. Neka je A =1{1,2,3} i B={a,b}. Tadaje AX Bi B x A:

Ax B ={(1,a),(L,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,)}
Bx A={(a,1),(a,2),(a3),(b1),(52),(b3)}

Za konacne skupove A i B vrijedi da je card(A x B) = card(B x A) =
card(A) - card(B).

Napomena 1.6.1. Kartezijev produkt skupova nije komutativan:
AxB#BxA

Kartezijev produkt ¢e biti komutativan jedino ako je A = B i tada govo-
rimo o Kartezijevom kvadratu A2 = A x A. To je skup uredenih parova
(a,b) gdje su i aib elementi skupa A.

Zadatak 1.6.1. Za skup A = {a, b} odredite Kartezijev kvadrat skupa A.
RjeSenje:

Za Kartezijev kvadrat definira se njegova dijagonala:
D ={(a,b) € Ax Ala =b} ={(a,a) € A x A}
Zadatak 1.6.2. Odredite dijagonalu gore navedenog Kartezijevog kvadrata.
Rjesenje:

D= {(a’a)> (b’ b)}

1.7 Skupovi brojeva

Skupovi koji se najéeSée u matematici promatraju su skupovi brojeva. U
ovom poglavlju definirat ¢e se ¢esto koristeni skupovi brojeva te ¢e se opisati
neka svojstva tih skupova.
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1.7.1 Prirodni brojevi

Brojevi 1,2,3,4,... zovu se prirodni brojevi. Skup svih prirodnih bro-
jeva oznacava se s N. Skup prirodnih brojeva ima svojstva:

1. Postoji najmanji prirodan broj 1 € N.

2. Ne postoji najveci prirodan broj. Za svaki prirodan brojn € N, n+1 €
N je prirodan broj koji je strogo veéi od n.

U skupu prirodnih brojeva dobro su definirane operacije zbrajanja i mnozenja,
to jest vrijedi ako su m,n € N prirodni brojevi onda suim+n i m-n takoder
prirodni brojevi.
Broj 0 nije element skupa prirodnih brojeva, no ukoliko se skup prirodnih
brojeva prosiri s nulom, dolazi se do skupa:
NOI{O,1,2,3,...,TZ,...}
Ako su m,n € N onda jednadzba

m-+x=n

ima rjesenje x = n — m u skupu N samo ako je n > m. Dakle, u skupu
prirodnih brojeva oduzimanje nije dobro definirano.

1.7.2 Cijeli brojevi

Ako se skupu Ny pridodaju negativni brojevi {—1,—2,—3,...} dobije se
skup cijelih brojeva Z. Dakle,

Z=A{...,-n,...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...,n,...}
Skup Z nema ni najmanji ni najveéi element. Svaka jednadzba
m+zr=n

gdje su m,n € Z ima rjeSenje u skupu Z, to jest u ovom skupu dobro je
definirana operacija oduzimanja.
Ako su m,n € Z onda jednadzba

m-r=mn

ima rjesenje x = n : m u skupu Z samo ako je n djeljivo s m. Dakle, operacija
dijeljenja nije dobro definirana u skupu Z.
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1.7.3 Racionalni brojevi

Da bi operacija dijeljenja bila dobro definirana, skup Z se treba prosiriti
razlomcima, odnosno racionalnim brojevima. Skup svih racionalnih bro-
jeva oznacavamo s Q.

Q= {—|m,n €Z,n # 0}

Skup racionalnih brojeva ima svojstva:

1. Zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje su dobro definirane op-
eracije u skupu Q. Vrijedi:

a_i_ciad—kbc
b d  bd
a_c_ad—bc
b d  bd

a ¢ _ ac

b d bd

a ¢ _a d_ad
b'd b ¢ b

2. Skup Q je ureden, to jest svaka dva elementa mozemo usporediti po

veli¢ini. Za dva racionalna broja vrijedi:
a c¢..a _ c¢..a ¢
—<=ili->=-1ili - ==

b d b d b d
Dva racionalna broja § i § su jednaka ako i samo ako je a-d =1b-c.
3. Skup Q nema ni najveéi ni najmanji element.
4. Skup Q je gust. To znaci da izmedu svaka dva racionalna broja ¢y, g €
Q, gdje je 1 < g9, uvijek postoji treéi racionalni broj ¢ € Q, takav da
je 1 < q <@

Svaka linearna jednadzba rjeSiva je u skupu racionalnih brojeva. Medutim,
jednadzba

x° = a,
gdje je a € QQ, nema uvijek rjesenje u skupu racionalnih brojeva. Primjerice,
jednadzba

2 =2

nema rjeSenje u skupu racionalnih brojeva.
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Primjer 1.7.1. Dokazite da v/2 nije racionalan broj. Pretpostavimo suprotno,
da je v/2 € Q. Ukoliko nas ova pretpostavka dovede do kontradikeije, dokazat
¢emo da je pretpostavka bila laz. Ako je v/2 € Q, onda postoje m,n € Q
takvi da je V2 = . Tzaberimo m i n takve da m i n nemaju zajednickih
djelitelja, to jest neka je razlomak ™ u potpunosti "skracen". Kvadrirajmo

jednadzbu v2 = 2.

n

2 2
\/52:(@> :2:m—2¢2n2:m2
n n

Kako je 2n? paran broj, to je m? takoder paran broj. m? moZe biti paran

broj samo ako je m paran broj. Dakle postoji k € Z takav da je m = 2k.
Odavde slijedi da je:

on? = m? = (2k)? = 4k? = n? = 2k°

Odavde slijedi da je n? paran broj, pa je i n paran broj. Dakle i m i n su
djeljivi s 2. Medutim, ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da smo m i n izabrali
takve da nemaju zajednickih djelitelja. Dakle, dosli smo do kontradikcije $to
znadi da pretpostavka da je v/2 racionalan broj nije bila to¢na.

Skup racionalnih brojeva moze se prikazati na pravcu. lako je skup Q
gust, prethodni primjer pokazuje da postoje brojevi na pravcu koji se ne
nalaze u skupu racionalnih brojeva.

1.7.4 Realni brojevi

Brojevi koji leze na brojevnom pravcu, a ne mogu se zapisati kao razlo-
mak zovu se iracionalnim brojevima (Npr. v/2,v/3,7,...). Racionalni i ira-
cionalni brojevi u uniji daju skup realnih brojeva. Skup realnih brojeva
oznacava se R.

U skupu realnih brojeva jednadzba

r =a
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ima rjeSenje ako je a pozitivan realan broj. Skup R nasljeduje sva svojstva
prethodno napisana za skup Q.

Neka su a,b € R takvi da je a < b. Definira se otvoreni interval (a,b),
zatvoreni interval [a, b] te poluotvoreni, odnosno poluzatvoreni interval:

(a,b) = {zr € Rla < z < b}
[a,b] = {z € Rla <z < b}
(a,b) = {x € Rla <z < b}
[a,b) = {z € Rla <z < b}

Napomena 1.7.1. Svaki interval ima beskona¢no mnogo elemenata, jer
izmedu svaka dva razlicita realna broja postoji beskonacno mnogo realnih
brojeva.

Prikaz intervala na brojevnom pravcu:

S
f=l

Beskona¢ni intervali su:
(a,+00) = {z € R|lx > a}
[a,+00) = {z € R|z > a}
(—00,b) = {x € Rlx < b}
(—00,b] = {x € Rjz < b}
Zadatak 1.7.1. Napisite sljede¢e skupove kao intervale.
(a) A={z eRjz+1>0}
(b) A={x eRjz—4 >0}
(¢) A={zr e Rlz? -4 >0}

Rjesenje:
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(@) z+1>0=2>-1=A=(-1,400)
(b)y z—4>0=2>4= A=[4,+00)

(c¢) Kvadratnim funkcijama detaljnije se bavimo u poglavlju 4.5 Elemen-
tarne funkcije. Prvi korak u rjeSavanju nejednadibe 22 — 4 > 0 je
nalazenje nultocaka, odnosno rjefavanje jednadzbe 22 — 4 = 0. Nul-
tocke se mogu naci na dva nacina:

e Koristeéi formulu za nultocke kvadratne jednadzbe:
Ako je zadana kvadratna jednadzba u obliku ax? + bz + ¢ = 0,
onda se realna rjesenja te jednadzbe, ukoliko postoje, mogu naci
pomocu formule

U zadatku jea=1,0=01c= —4, pa je
0++/02—4-1-(-4)
2-1
Osnovni teorem algebre kaze da se kvadratna funkcija ax? +bx +c

moze faktorizirati na nacin ax® + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2), Pa
vrijedi

T12 = =42

22— 4= (z—2)(x+2)

e Koristeéi formulu razlike kvadrata:

a® —b* = (a —b)(a+b)
P —4=0"-2"=(2-2)(z+2)

Kako je umnozak dvaju faktora jednak nuli ako i samo ako je
barem jedan od faktora jednak nuli, iz gornje jednadzbe slijedi:

2 —d=(z-2(r+2)=0=1, =21y = 2

Nakon izrac¢una nultocki i faktorizacije kvadratne jednadzbe, pocetna
nejednadzba moze se rijeSiti na dva nacina:

e Skiciranjem parabole 22 — 4:
Za skiciranje parabole dovoljno je znati nultocke, te "oblik" parabole.
Oblik parabole az?+bx +c ovisi o vodeéem koeficijentu a. Ukoliko
je a > 0 onda je parabola otvorena prema gore. Ukoliko je a < 0
onda je parabola otvorena prema dolje.
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a>0 a<0

U sluc¢aju x? — 4 vode¢i koeficijent je strogo veéi od 0, pa je graf
funkcije 22 — 4:

[\)

Za x € (—o0, —2) U (2, +00) graf funkcije nalazi se iznad osi z, pa
je 2 —4 > 0. Za x € (—2,2) graf funkcije nalazi se ispod osi ,
pa je 2?2 —4 < 0. Dakle, A = (—o0, —2) U (2, +00).
e Pomoc¢u tablice:

Ukoliko su poznati predznaci faktora x — 2 i z + 2 na nekom inter-
valu, onda je poznat i predznak funkcije 22 — 4 = (z — 2)(z + 2).
Dakle, odredivanje intervala na kojem je 2> — 4 > 0 svodi se na
odredivanje intervala na kojima su x — 2 i x 4+ 2 veéi ili manji od
0. Predznak linearne funkcije je jednostavno odrediti. Ukoliko
se radi o rastucoj funkeciji (praveu), predznak je negativan za sve
vrijednosti x od —oo do nultocke i nakon toga pozitivan za sve vri-
jednosti z do +oo. Ukoliko se radi o padajucoj funkciji (praveu),
predznak je pozitivan za sve vrijednosti x od —oo do nultocke i
nakon toga negativan za sve vrijednosti x do +o00. Informacije o
predznacima faktora sumiraju se u tablici.

Tablica ima redaka koliko faktorizacija pocetne funkcije iz zadatka
ima faktora. U slucaju 2? — 4 = 22 — 22 = (z — 2)(z + 2) tablica
¢e imati dva retka. Tablica ima jedan stupac vise nego faktora
u faktorizaciji poetne funkcije. U sludaju z? —4 = 2% — 22 =
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(x—2)(x+2) tablica ¢e imati tri stupca. Na okomite linije u tablici
se upisuju —oo, 400, te nultocke faktora u rastu¢em poretku.

Redci tablice ispunjavaju se s "+" i "—" na sljede¢i nac¢in: Ukoliko
je koeficijent koji mnozi x u faktoru pozitivan, tablica se ispunjava
s "—" od —oo do nultocke i nakon toga s "+" do +o0. Ukoliko je
koeficijent koji mnozi x u faktoru negativan, tablica se ispunjava
s "+" od —oo do nultocke i nakon toga s "—" do +oo.

MnozZenjem predznaka po stupcima dobije se predznak pocetne
funkcije na intervalima.

X-2 - -+
X+2 | - |+ |+
-4+ -]+

Za x € (—00,—2) U (2,+00) vrijedi 2?2 —4 > 0. Za z € (—2,2)
r? —4 < 0. Dakle, A = (—00, —2) U (2, 4+00). Rubne totke —2 i 2
su iskljufene jer traZimo rjeenja stroge nejednakosti 22 — 4 > 0,
azar=22jexr?—4=0.

Zadatak 1.7.2. Neka su zadani skupovi A i B. Odredite ANBi AUB.
(a) A={zeRjlz>-1}iB={zeR|1 <z <4}
(b) A={zeRjz<5}iB={reR|-1<x<6}

() A= {z€R|-3<z<5}.iB={recR—4<z<4}

(a) A= (-1,400),B =[1,4 = AUB=A=(-1,40),ANB =B =
11

Y



SKUPOVI

POGLAVLIJE 1.

18

(b) A= (—00,5),B=(-1,6= AUB = (—00,6,,ANB = (—1,5)

() A=[-3,5),B=[-4,4=AUB=[-4,5),ANB = [-3,4]

B
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Zadatak 1.7.3. Neka su zadani skupovi A i B, te univerzalni skup &/ = R.
Odredite A° i A\ B.

(a) A={r eR2—2<0}iB={zeR|-5<z<5}

(b) A={z eR[z*—22x+1>0}i B={z€R2<z <3}
RjeSenje:

(a) A= (2,400), B=[-5,5] = A° = (—00,2],A\ B = (5, +0)

AC

|
o
b
o

(b) 22 =2z +1 = (z — 1)® > 0, za svaki realni broj z. Dakle, A = R.
B=(2,3]= A =0,A\ B = (—00,2] U (3, +00)

A\ B A\ B

Y
e --------

Zadatak 1.7.4. Dani su skupovi
A= {z e R|-2"+ 10z — 21 > 0}

B:{xeR‘(2_x)(x+5) go}.

T
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Odredite skupove AN B1i B\ A.

Rjesenje:

Za odradivanje ANB i B\ A potrebno je zapisati skupove A i B kao intervale.
Skup A

—224+102—-21>0

$1:3,I2:7

4 o
2 |
1 6 8
_2 1
_4 1
A=(3,7)
Skup B
2-a)@+5)
T

2—z2z=0=2x=2
r+5=0=2x=-5
r=0=2=0

—o00 -5 0 2 +Ho0

X |+ |+ |+ | -
X+5 | - |+ |+ |+
x [ -]-[+]+
-1+ -
B =[-5,0) U [2,400)
(2—2)(2+5)

Za r = 2 i x = 5 funkcija je jednaka nuli, pa su tocke 215

ukljuéene. Za x = 0 funkcija —(2_”3:(”"*5)

nazivnika, pa je ta tocka iskljucena.

nije definirana jer je 0 nultocka
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|
o
N
w
\]

ANB=(3,7)
B\ A=[-50)Ul23]U]l7,+o0)

Zadatak 1.7.5. Danisuskupovi A = {z € Rlz? =2 —8 < 0}iB = {x €R
Odredite uniju i presjek skupova A i B.

RjeSenje:

Za odradivanje ANB i AUB potrebno je zapisati skupove A i B kao intervale.

Skup A

z+4
—z(3—1) 2 O} :

x2—2x—8:0:>m1:—2,x2:4

A=(-24)
Skup B
x+4 >0
—z(3—x)
r+4=0=>2=—-4

—zz=0=2=0
3—rxr=0=2=3
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-0 4 0 3 4o

xt4 | - |+ |+ |+
-X -+ -+ - -
3X |+ |+ |+ | -
-+ -]+
B =[—4,0) U (3, 4+00)
B B
A

AU B = [—4,400)
AN B = (—2,0) U (3,4)

1.7.5 Kompleksni brojevi

Skup kompleksnih brojeva uvodi se zbog nemoguénosti rjesavanja vrlo jed-
nostavnih jednadzbi, kao npr. 22 + 1 = 0. Naime, jednadzba 2?2 = —1 u
podruc¢ju realnih brojeva nema rjesenja jer je kvadrat svakog realnog broja
nenegativan broj. Stoga se uvodi jedan novi objekt, oznac¢imo ga sa i, kojem
se pridruzuje svojstvo da pomnozen samim sobom daje —1.

i?=—1

Za proizvoljne realne brojeve = i y promatra se skup svih brojeva oblika x+yi.
U tom skupu uvode se operacije zbrajanja i mnozenja. Neka su x; + yq2 i
o + Y21 dva proizvoljna elementa tog skupa. Tada je:
(@14 y19) + (22 + y2i) = (214 22) + (11 +12)1
(1 +u11) - (2 +11) = (0102 — Y1y2) + (T1Y2 + T2y1)i
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Skup sa tako definiranim operacijama zbrajanja i mnozenja nazivamo skupom
kompleksnih brojeva i oznacavamo ga sa C.

C={z+vyi|z,yeRi*=—1}

Rjesenje gore navedene kvadratne jednadzbe 22 +1 = 0 je u skupu komplek-
snih brojeva i iznosi x5 = 4. Jedno od najvaznijih svojstava skupa kom-
pleksnih brojeva je da sve kvadratne jednadzbe s realnim koeficijentima imaju
rjeSenje u skupu kompleksnih brojeva C, te da su i jednadzbe proizvoljnog
stupnja, kako s realnim tako i s kompleksnim koeficijentima, uvijek rjesive u
skupu kompleksnih brojeva C.

Uobicajeno je da se kompleksan broj oznacava jednim slovom, najcesce
sa z, tj.

z=x+ Y

Ovakav oblik kompleksnog broja naziva se standardni oblik kompleksnog
broja. Pod realnim dijelom kompleksnog broja z = z + yi podrazumijeva se
broj x. Simboli¢ki to ozna¢avamo sa Re(z) = x. Imaginarni dio kompleksnog
broja z je y, u oznaci Im(z) = y. Kompleksni broj i zove se imaginarna
jedinica.

Primjer 1.7.2. Ako je kompleksni broj z = 4+5i tada je realni dio Re(z) = 4
a imaginarni dio kompleksnog broja Im(z) = 5.

Kompleksan broj z = x — yi naziva se konjugirano kompleksnim bro-
jem broja z = x + yu.

Primjer 1.7.3. Konjugirano kompleksni broj kompleksnog broja z = 5 + 41
je 2 =5 — 4.

Napomena 1.7.2. Produkt bilo kojeg kompleksnog broja i njegovog konju-
giranog broja je realan broj.

2oz = (z+yi)(z —yi) =2+ ¢

Za potencije imaginarne jedinice vrijedi:

o= 1
i = —1
o= =i
it =1

jAktr 1", gdje je r € {0, 1,273}7 keN
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Primjer 1.7.4. Izracunajte 203, 321 486 =118
RjeSenje:
j203 ;20043 _ 45043 _ 3 _ s
B2 2041 A4S0+ _ 1
86 sAt2 _ a2l _ 2 g
U8 12042 _ (3042 _ 2 g

Primjer 1.7.5. Za kompleksne brojeve z; = 1+ 27 i 2z, = 2 — 37 odredite
21
21+ 22,21 — 22,210 Z2,
22
Rjesenje:
z21+20 = (14+20)+2-3i))=1+2i+2-3i=3—1
2—20 = (1421))—(2-3))=142—24+3i=—-1+5
21029 = (142i)-(2-3i)=2—-3i+4i—6i*=2+i+6=8+1i

2 1420 2430 243i4+4i+617
Z 2-3i 2+43i 22— (3i)?
B 2+7i—|—6-(—1)_—4—|—7z’_—4—|—7z’__i+1.
4— 92 449 13 13 13

Primjer 1.7.6. Prikazite kompleksan broj — ,Z u standardnom obliku.
1

RjeSenje:

3—20 3-2 1—i 3—-2—3i+2* 3-5-2 1-5 1 5

— . — — — = _ 2

1+¢ 144 1—i 1—42 o 14+1 2 2 2

Apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + yi je realan broj

= Ve

Dva kompleksna broja z; = x1 +y12 i 29 = 29 + Yot su jednaka ako i samo
ako je x1 = w9 1 Y1 = 1.

Zadatak 1.7.6. Rijesite jednadzbu |z| — 2z = 1 + 2i.
Rjesenje:
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TraZeno rjeSenje oznacava se sa z = x + yi , tada je |z| = /22 4+ y2. Nakon
uvrstavanja u danu jednadzbu:

V2 +y —(r+yi) = 1+2i
Vit —r—yi = 1421

Iz jednakosti dva kompleksna broja slijedi

w/q;2—|—y2—x:]_—y:2:>y:—2

UvrStavanjem y = —2 u jednadzbu /22 4+ y2 — x = 1 dobije se

2+ (=22 —r=1= Vaz+4=1+z\?
PHi=1+0+?=4-1=0—=2r=3=2=>3
—= z=3-2i

Svakom kompleksnom broju 2z = = + yi jednoznacno je pridruzena tocka
T'(z,y) kompleksne ravnine i obratno. Polozaj tocke moze biti odreden udal-
jenosc¢u r od ishodista i kutom ¢ Sto ga spojnica ishodiSta i tocke zatvara s
pozitivnim smjerom realne osi (osi z). Kut ¢ nazivamo argumentom kom-
pleksnog broja z # 0,¢ = arg(z). Za kompleksni broj z # 0 argument od
z, ¢ nije jednoznacno odreden. Ako je ¢ neki argument kompleksnog broja
z tada su i kutovi ¢ + 2k7w.k € Z takoder argumenti broja z.

Napomena 1.7.3. Kompleksni broj z i njegov konjugirano kompleksni broj

2z su simetri¢ni s obzirom na os .

ro= Vat+y?=|z|

tang =

SEESS
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Realni i imaginarni dio kompleksnog broja (Re(z) = z i Im(z) = y)
moguce je izraziti pomocu veli¢ina r i ¢ .
r = Trcoso
= rsin¢

prema tome se kompleksni broj 2z = z+yi moze prikazati u trigonometri-
jskom obliku

z=rcos¢+rsing-i=r(cos¢—+ising)

Napomena 1.7.4. Dva kompleksna broja z; = ri(cos¢; + ising;) i 2z =
T9(COS o+ 8in o) su jednaka ako i samo ako je ry = roi ¢y = po+2km, k € Z.

Primjer 1.7.7. Kompleksni broj z = 1 + ¢ prikazite u trigonometrijskom
obliku:

Rjesenje:

Iz standardnog oblika kompleksnog broja vrijedi:

r=1y=1

Prema formuli:

— JETRE=VITT =2

r
tang = £ = % =1>0= ¢ je kut u I. ili I1I. kvadrantu
Iz predznaka x ili y moze se odrediti u kojem je kvadrantu kut ¢
— z=rcosp(r >0=cos¢ >0)ili y =rsing(y >0 = sing > 0)

Iz ¢ega proizlazi da se kut ¢ nalazi u I. kvadrantu= ¢ = arctan1 = 7
Kompleksni broj z sada se moze zapisati u trigonometrijskom obliku:

z=/2(cosT +isin%)

Sa kompleksnim brojevima zadanim u trigonometrijskom obliku z; =
r1(cos @1 + isin ¢y ), 2o = 1r9(C0OS o + 8in ¢o) izvode se slijedece operacije:

e Mnozenje: kompleksni brojevi se mnoze tako da se apsolutne vrijed-
nosti pomnoze, a argumenti zbroje.

2129 = 711(COS Py + isiny) - ra(cos dg + isin o)

2129 = 1T1-72(COS Py +isingy) - (cos g + isin ¢o)

Z1 R =TT [COS(¢1 + ¢2) —+ isin(¢1 + ¢2)]
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e Dijeljenje: kompleksni brojevi dijele se tako da se apsolutne vrijednosti
podjele,a argumenti oduzmu.

zy  Taocosgy +isingy)  7a(cos o +isings) cos¢p —ising;
z1 ri(cosgy +ising;)  7ri(cos¢y +ising;) cos¢; —ising,
Zy  Tocos i - cos ¢a + sin ¢y - sin Py + i(sin ¢y - cos gy — cos ¢y - sin ¢y
Z1 N (&1 (C082 gbl + Sil’l2 (,251)
%) 2 ..
— = —[cos(¢a — ¢1) + isin(dz — ¢1)]
21 ™
e Potenciranje: ako je zy = 2z = --- = 2z, = 2z iz definicije mnoZenja
slijedi

2" = r"(cosng + isin(neg)

e Korjenovanje:

V2= ﬁ(cos¢+2 7T—i—isin—qwr%ﬁ)

n

Primjer 1.7.8. Izracunajte y/z ako je kompleksni broj z = 2 4 2i/3.
RjeSenje napiSite u standardnom obliku.

Rjesenje:

Kompleksni broj z iz standardnog oblika potrebno je pretvoriti u trigonometri-
jski oblik:

Iz standardnog oblika kompleksnog broja vrijedi: x = 2,y = 2v/3

Prema formuli: 7 = /22 + y2 = /22 + (2/3)2 =4

tang = ¥ = 28 = /3 > 0 = ¢ je kut u L. ili IIL. kvadrantu
Iz predznaka z ili ¥y moze se odrediti u kojem je kvadrantu kut ¢

=z =rcosp(x >0=cos¢p >0)iliy =rsing(y >0 = sing > 0)

Iz cega proizlazi da se kut ¢ nalazi u I. kvadrantu=— ¢ = arctan(\/g) =1
Trigonometrijski oblik:

z =4(cos 5 +isin )

Iz formule korjenovanja kompleksnih brojeva trigonometrijskog oblika
Yz = {Yr (cos £ 4 jsin SH2ET)

V7 = Vi (cos 8258 4 i ethr]

\/Ek:O:\/Z(cos —|—zsm2)—2(cos%+isin%):2<£ _) NCER)

T Vg

V7 = V4 (cos 322 + isin —%22ﬂ> = V4(cos & +isin %)
Vo = 2(008% —I—isin%r) =2 (—\/73 — %@) =—v3—1i
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1.8 Zadaci za vjezbu

Zadatak 1.8.1. Odredite skupove AUB, AN B, A\ Bi B\ A ako je:
(a) A={2,7,10,15}i B = {1,3,7,10,13,18}.
(b) A={1,3,5,7,10,12,14} i B = {2,4,6,8,10, 12, 14}.

Rjesenje:

(a) AUB={1,2,3,7,10,13,15,18}, An B = {7,101,
A\B={2,15} i B\ A={1,3,13,18}.

(b) AUB ={1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,14}, An B = {10,12, 14},
A\B=1{1,3,5,7}i B\ A ={2,4,6,8}.

Zadatak 1.8.2. Odredite skupove AUB, ANB, A\ B, B\ A, A° i B¢ ako
je:

(a) U ={1,2,3,...,15}, A= {3,7,10,12} i B = {2,4,6,8, 10,12, 14}.

(b) U =N, A={1,2,4,6}i B = {3,5,6}.
Rjesenje:

(a) AUB ={2,3,4,6,7,8,10,12,14}, AN B = {10,12},
A\ B={3,7}, B\ A={2,4,6,8,14},
AC ={1,2,4,5,6,8,9,11,13,14,15} i B¢ = {1,3,5,7,9,11,13,15}.

(b) AUB ={1,2,3,4,5,6}, ANB = {6}, A\ B = {1,2,4}, B\ A = {3,5},
A€ ={3,5,7,8,9,...} i B ={1,2,4,7,8,... }.

Zadatak 1.8.3. Zadani su skupovi X = {a,b,c,d},Y = {a,b,e} i Z =
{a, c}. Koje su od navedenih tvrdnji istinite?

Rjesenje:



1.8. ZADACI ZA VJEZBU

a € X - istina

a€e XNY NZ - istina

be Z - laz

)

)
(c) e ¢ X - istina
(d)

)

Zadatak 1.8.4. Odredite (AU B) \ C ako je:
(a) A=1{1,2,4,5},B=1{2,3,4} i C ={3,4,6}.
(b) A=1{3,6,7},B={2,3,4}1C =0.
(c) A={1,2},B={3,4} i C ={1,2,3,4,5}.

RjeSenje:

29

(a) (AUB\C = ({1,2,4,5}U{2,3,4})\{3,4,6} = {1,2,3,4,5}\{3,4,6} =

{1,2,5}.

(b) (AUB)\C = ({3,6,7U{2,3,41)\0 = {2,3,4,6,7}\ 0 = {2,3,4,6,7}.
(¢) (AUB)\C = ({1,2}U{3,4})\{1,2,3,4,5} = {1,2,3,4}\{1,2,3,4,5} =
0.

Zadatak 1.8.5. Napisite sljedec¢e skupove kao intervale:

(a) A={z € R| — 2?4+ 22 +8>0}.
(b) B ={z € R| — 22 + 5z > 0}.
(c) C={reR|-3<z<3}.

(d) D={z e Rlz®> — 9z +8 < 0}.
Rjesenje:

(a) A=[-24]

(b) B =1[0,5]

() C= (=33

(d) D=(1,8)
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Zadatak 1.8.6. Odredite (AN B) \ C ako je:
(a) A=1[2,7,B=(=2,4]1C =0.

(b) A=1[0,4),B=(0,2]iC=(1,2].

(c) A= (L5],B=[-24iC=(-22).

(d) A=1[-3,6],B=(=3,71iC = (-2,1]
Rjesenje:

(a) (ANB)\C = ([2,7N(=
(b) (ANnB)\C =([0,4)N
(c) (ANB)\C = ((1,5] N[~

)

(d) (ANB)\C = ([-3,6]N
(1,6].
Zadatak 1.8.7. Dani su skupovi
A= {zeR|-2"+ 10z —24> 0}
(3—1z)(r+2) < 0}

r—1

CADN D = 12,41\ 0 = [2,4].

)\ (1,2 = {0,2]\ (1,2] = 0.

4]) \(=2,2) = (1,4]\ (=2,2) = [2,4].

=3, 1D\ (=2, 1] = (=3,6]\(=2,1] = (=3, 2]

B:{xE]R

Odredite skupove AU B i B\ A.

RjeSenje:
A = (4,6)
B =1[-2,1) U3, +00)
AUB =[-2,1) U3, +00)
B\ A=1[-2,1)U[3,4] U6, +00)

Zadatak 1.8.8. Dani su skupovi
A={z Rz’ -2z -8 <0}

B:{meR _m(x?) so}

.r p—
Odredite skupove A\ B i B\ A.

Rjesenje:
A=(=24)
[—5,0] U (3, +00)
= (0,3

B =
A\ B
B\ A [—5 —2] U [4, +00)
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Zadatak 1.8.9. Zadan je kompleksan broj z = 3 + 4¢. Izracunajte:
z2+2,2—2,2X2,%

Rjesenje:

Zadatak 1.8.10. Pretvorite u trigonometrijski oblik slijede¢e kompleksne
brojeve:

(d) z=—vV3—1i
Rjesenje:

(a) z=2(cos ¥ + isin Ir)

(b) z2=2(cos § +isin%)

(¢) z=2(cos 5T + isin 3F)

(d) z=2(cos F +isin )
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Poglavlje 2

Matrice

2.1 Osnovni pojmovi

Matrica je pravokutna shema brojeva. Matrica se moze zamisliti kao tablica
od m redaka i n stupaca. Matrice se oznacavaju velikim slovima i zapisuju

u obliku:

a1 a19 Ce Q1n

921 929 RN Qop
A=

Am1 Am2 ... Amn

Elementi matrice su brojevi i oznaCavaju se s a;;. U ovoj oznaci ¢ oznacava
redak, a j stupac u kojem se nalazi element a;;. Kraci zapis matrice A ¢iji su
elementi a;; je

A = [a;j] € Myn.

Za matrice koje imaju m redaka i n stupaca kaze se da su tipa (m x n).

Primjer 2.1.1. Matrica A = [le ? 2] je tipa (2 x 3).

Ako matrica ima jednak broj redaka i stupaca kaze se da je matrica
kvadratna. Za matricu koja ima n redaka i stupaca kaze se da je matrica
reda n.

Primjer 2.1.2. Matrica A = je kvadratna matrica reda 3.

~ =
co Ot N
O© O W

33
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Neka je matrica A kvadratna matrica reda n

a1 a2 ... A1p

ags1 A2 ... Aoy,
A=

Ap1 Ap2 ... Qpp

Glavnu dijagonalu matrice A ¢ine elementi aqq, assg, . . . Gny, & sporednu dijag-
onalu matrice A ¢ine elementi ay,, aop_1, ... Q1.

Kvadratna matrica koja na glavnoj dijagonali ima ne-nul elemente, a na
ostalim mjestima nule zove se dijagonalna matrica. Dakle, ako je A dijag-
onalna matrica, onda A ima oblik:

a1 0 e 0
A 0 a.22 0
0 0 Ann

1 00
Primjer 2.1.3. Matrica A= |0 5 0| je dijagonalna matrica reda 3.
009

Dijagonalna matrica koja na glavnoj dijagonali ima sve brojeve jednake
zove se skalarna matrica. Dakle, ako je A skalarna matrica, onda A ima
oblik:

a 0 ... 0
0 a 0
A= )
0 0 . a
gdje je a realan broj.
5 0 0 0
. . 05 0 0f. .
Primjer 2.1.4. Matrica A = 00 5 ol e skalarna matrica reda 4.
000 5

Jednini¢na matrica reda n je skalarna matrica reda n koja na glavnoj
dijagonali ima sve jedinice. Jedini¢na matrica oznacava se velikim slovom I.

1 00
Primjer 2.1.5. [ = |0 0| je jedini¢na matrica reda 3.
0 1

1
0
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Ako su svi elementi matrice jednaki nuli onda se matrica zove nulma-
trica.

Primjer 2.1.6. Matrica A = [0 0 0

00 0] je nulmatrica matrica tipa (2 x 3).
Kvadratna matrica je gornjetrokutasta ako su joj svi elementi ispod

glavne dijagonale jednaki nuli.

—1

Primjer 2.1.7. Matrica A = je gornjetrokutasta matrica

o O O =

o O Ut

O = =N
o

-1
reda 4.

Kvadratna matrica je donjetrokutasta ako su joj svi elementi iznad
dijagonale jednaki nuli.

2 0 0
Primjer 2.1.8. Matrica A = [1 1 0f je donjetrokutasta matrica reda
5 —4 3

Napomena 2.1.1. Dijagonalna matrica je i gornjetrokutasta i donjetroku-
tasta.

Dvije matrice A = [a;;] i B = [b;] su jednake (A = B) ako i samo ako
su matrice istog reda te ako su im odgovarajuci elementi jednaki, tj. ako za
svakit=1,...,m;j=1,...,n vrijedi:

CLZ'j = bl]

2.2 Operacije s matricama

2.2.1 Transponiranje matrica

Neka je A matrica tipa (m x n). Transponirana matrica matrice A, u
oznaci AT, je matrica tipa (n x m) koja se dobije zamjenom redaka i stupaca
matrice A. Dakle, ako je

ai a19 Ce QA1n
921 929 Ce Qon

Am1 Am2 ... (OOmn
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onda je
a1n Q21 ... Qami
AT — a12 Q22 ... Apy2
Aip A2n ... OAmp
.. . 1 2 3 . .
Primjer 2.2.1. Ako je A= 7 o o| matrica reda (2 x 3) onda je
17
AT = |2 0| matrica reda (3 x 2).
3 9

Kvadratna matrica kod koje vrijedi da je A = AT zove se simetri¢na
matrica.

Primjer 2.2.2. Matrica A = je simetri¢na.

W N =
O© O N
wWw © W

Zadatak 2.2.1. Transponirajte sljede¢e matrice i napiSite kojeg su tipa:

1 2
(a) A= {3 3
4 5

(a) AT = B 2 ;L] , matrica A je tipa (3 x 2), a matrica A7 je tipa (2 x 3).

, matrica B je tipa (1 x 4), a matrica B” je tipa (4 x 1).

(c) CT = [(1) g], matrice C'i C7T su reda 2.
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2.2.2 Zbrajanje i oduzimanje matrica

Matrice se mogu zbrajati i oduzimati samo ako su istog tipa. Rezultat zbra-

janja (ili oduzimanja) dviju matrica A = [a;;], B = [b;;] tipa (m x n) je
matrica C' = [¢;;] tipa (m X n) ¢iji je element na mjestu 4, j zbroj (ili razlika)
elemenata na mjestu ¢, j matrica Ai B, tj. zasvakii=1,....,m;57=1,...,n
vrijedi:

Cij = aij + bz]

a1 aip ... QA1 bn b12 Ce bln
AL B (1,.21 CL.QQ . CL.gn I b21 b22 . bgn _
Am1 Am2 ... Amnp bml bmg e bmn
[ a1 £ by ap b ... a1n £ b1y
_ 921 + le 929 + b22 . Qon + bgn
_am1 + bml (07} + bmg oo Qmp + bmn

Zbrajanje matrica je komutativno i asocijativno, to jest za matrice A, Bi C
tipa (m x n) vrijedi:

A+B=B+ A
A+(B+C)=(A+B)+C

Zadatak 2.2.2. Neka su A i B matrice. Ako je moguce, izracunajte A + B
iA— B:

o =
(.
—
NCRS

RjeSenje:
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2 1 3] . [-1 20
ArB=1y 4 —Q]JFL 01]

_ 2+ (—=1) 1+2 3+0} _

0+1 —1+0 —2+1
3 3

-1 -1

1 3] [-120]_
0 -1 -2 1 0 1]
2—(-1) 1-2 3-01] _
0—-1 —-1-0 —2—1|"

(3 -1 3
T -1 -1 -3

oM = o=

1 -3 ~1 -1
A+B__o —1}4{—3 o]_

[0 —4

-3 -1

1 -3 -1 -1
A_B__o —1}_[—3 0]_

2 -2

T3 -1

(c) Matrice A i B nisu istog tipa, tako da ih ne moZemo zbrajati ni oduz-
imati, to jest A+ B i A — B ne postoje.
2.2.3 MnozZenje matrica skalarom

Matrica A = [a;;] mnoZi se sa skalarom o, o € R na nacin da se svaki element
matrice A = [a;;] pomnozi brojem «, odnosno

a1 a1 ... Q1n a - a1y a-ayg ... Q- A1y

a921 a9 ... A9y, a - a21 Q- Q22 ... Q- Aoy
a-A=a =

Am1 Am2 ... (Omn QA A Qpy ... O-:Qmp

Zadatak 2.2.3. Izracunajte A ako je:



2.2. OPERACIJE S MATRICAMA 39

(a) a=3, A= ﬁ }J

(b)azo,A:[l 1 3]

-3 5 2

RjeSenje:
2 1] [3-2 31 [6 3
(a) O‘A_?’{? 4]‘{3-7 3-4]—{21 121

VRIS M

Za mnozenje matrica skalarom vrijedi
o (af)A = a(BA) - kvaziasocijativnost

o (+f)A = aA+ BA - distributivnost mnoZenja skalarom prema zbra-
janju realnih brojeva

e a(A+ B) = aA+aB - distributivnost mnoZenja skalarom prema zbra-
janju matrica

Napomena 2.2.1. Primjetite da u jednakosti (a5)A = a(B8A) mnoZenje
izmedu o je mnozenje realnih brojeva, dok je mnozenje SA 1 a(SA) mnozenje
matrice skalarom.

2.2.4 MnoZenje matrica

Matrice A i B su ulan¢ane matrice ako je broj stupaca matrice A jednak
broju redaka matrice B, tj. ako je matrica A tipa (m X n), a matrica B
tipa (n X p). Ako su matrice A i B ulanc¢ane, onda se moze definirati njihov
umnozak.

Neka je matrica A = [a;;] tipa (m x n) i B = [b;] tipa (n x p). Umnozak
matrica A i B je matrica C = A - B = [¢;;], tipa (m x p) za koju vrijedi

n
Cij = E aikbkj.
k=1

Dakle, element matrice A - B koji se nalazi u i—tom retku i u j—tom
stupcu dobije se tako da se redom pomnoze elementi :—tog retka matrice A
i 7—tog stupca matrice B te se dobiveni umnosci zbroje.

Zadatak 2.2.4. Tzracunajte A - B ako je:
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- 1 3
@A=|. 1 2 . B=]0 4

- -1 =2

2 1 3 -1 2 0
[ ’B_L 01]

Rjesenje:

(a) Matrica A je tipa (2 x 3) i matrica B je tipa (3 x 2). Dakle, produkt
A - B je mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

- 1 3
2 1 3
A‘B:_O -1 _2}. _01 _42 N
B 2:-14+1-04+3-(-1) 2:3+1-443-(-2) B
__0-1+(—1)-0—|—(—2)-(—1) 0-3+(=1)-4+(-2)-(-2)
_ [+ 41
_2 0

(b) Matrica A je tipa (2 x 3) i matrica B je tipa (2 x 3). Dakle matrice A
i B nisu ulan¢ane, pa produkt A - B nije mogué.

Napomena 2.2.2. Relacija "biti ulan¢an" nije komutativna, to jest, ako su
A1 B ulanc¢ane matrice, to ne znac¢i da su B i A ulan¢ane. Dakle, ako A- B
postoji, B - A ne mora postojati. Cak i ako imamo dvije matrice za koje
postoji A- B i B - A opcenito vrijedi A- B # B - A.

Zadatak 2.2.5. Izracunajte A- Bi B - A ako je:

-1 2

0 4 2 1
() A=147 ’B_{o 3]

-1 3

—1 7 0 1
(b)A:_3 1]’32{—1 1]
Rjesenje:

(a) Matrica A je tipa (4 x 2) i matrica B je tipa (2 x 2). Matrice A i B
su ulancane, ali matrice B i A nisu ulancane. Produkt A - B je moguc.
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Rezultat ¢e biti matrica tipa (4 x 2). Produkt B - A nije mogué.

—1 2 (=1)-2+2-0 (=1)-1+2-3
4|0 4 [21}: 0-2+4-0 0-1+4-3 | _

7 1| [0 3 7-2+1-0 7-1+1-3
-1 3 (=1)-2+3-0 (=1)-1+3-3
[—2 5

10 12

|14 10
-2 8

(b) Matrica A je tipa (2 x 2) i matrica B je tipa (2 x 2) pa su produkti
A-Bi B- A moguéi. Rezultati ¢e biti matrice tipa (2 x 2).

=1t 7 o 1] [(=1)-0+7-(=1) (=1)-1+4+7-1] _
A'B__3 1 {—11]—[:&0+14—n 3-1+1-1 1_

_[-7 6]

-1 4

(o 1] [-1 7] [ O0-(-1)+1-3 0-7+1-1 ]
B'A_—11 {3 11L—D%—U+13 @4y7+111

3 1]

|4 -6

Primijetite da vrijedi A- B # B - A.

1 2 3
Zadatak 2.2.6. Neka je A= |3 2 1| . Izracunajte A-Ti1l-A gdje je I
1 2 3
jedini¢na matrica reda 3.
RjeSenje:
(1 2 3] [1 0 0] [1 2 3]
A-IT=13 2 1 01 0[=13 2 1|=A4
12 3] [0 0 1] 1 2 3]
(1 0 0] [1 2 3] [1 2 3]
I-A=10 1 0 32 1| =13 2 1| =4
0 0 1] |1 2 3 1 2 3]

Napomena 2.2.3. Kvadratna matrica se ne mijenja ako je pommnozimo
jedini¢nom matricom istog reda. Dakle, jedini¢na matrica u matricnom
mnoZzenju ima istu ulogu koju broj jedan ima kod mnozenja realnih brojeva.
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2.3 Determinanta matrice

Determinanta matrice je realan broj koji pridruzujemo kvadratnim matri-
cama. Ako je A kvadratna matrica onda se determinanta matrice A oznacava
det(A) ili |A].
Determinanta matrice definira se induktivno, to jest determinanta ma-
trice reda n racuna se koriste¢i determinante matrica reda n — 1.
Determinata matrice reda 1:
Neka je A = [a1;] matrica reda 1. Determinanta matrice A definira se kao

det A = ‘A’ = ai1-

Determinanta matrice reda n, gdje je n > 1:

ann a2 ... Qip

a1 A2 ... Aoy,
A=

Ap1 Ap2 ... QApn

racuna se Laplaceovim razvojem po retku ili stupcu.
Za proizvoljan redak i matrice A i proizvoljan stupac j matrice A vrijedi:

a;r aig ... QA1n
Q21 Q22 ... A2pn n . .
det A =] | o . | = > a;;Ai; - Laplaceov razvoj po i-tom retku
: : . : =
Ap1 Gp2 ... QApp
ai; Q12 ... A1p
21 Q22 ... Qon n . .
det A= o .| = 2" a;jAi; - Laplaceov razvoj po j-tom stupcu
. . ‘. : i=1
Ap1 QApo2 ... Qpn

gdje je A;; algebarski komplement matrica A

Ay = (1) My,

]
a M;; je determinanta reda n—1 koja se iz polazne determinante det A dobije

izostavljanjem i-tog retka i j-tog stupca.

Napomena 2.3.1. Matrice se zapisuju u uglatim zagradama dok se deter-
minante zapisuju u okomitim zagradama.

determinanta - realan broj.

2 1. . . . .12
[O 3] je matrica - tablica brojeva, dok je 0 3‘
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Primjer 2.3.1. Neka je A = [2 1].

0 3
Izracun det A razvojem po prvom retku:
det A = g ;) =2-(=D)"H3|+1- (=)0 =2-3-0=6

Izrac¢un det A razvojem po drugom stupcu:

det A= |0 ol =1 (~1)"*0[ +3- (~1)*"2| =043 -2=6

Kod izrac¢una determinante Laplaceovim razvojem, stupac ili redak koji
se koristi za razvoj bira se proizvoljno. Ako postoji stupac ili redak koji u
sebi sadrzi 0 (ili viSe 0) rac¢un ¢e biti jednostavniji ako se izabere upravo taj
stupac ili redak za razvoj. Razlog je §to se mnozeci s nulom gube pribrojnici
u sumi Laplaceovog razvoja.

2 0 -1
Primjer 2.3.2. Neka je A = |1 —2 3 |. Izracun det A razvojem po
4 -1 0
drugom stupcu:
2 0 -1
detA=|1 =2 3|=0-(-1)""2 L3 — 2. (=1)** 2 -1 —1-(=1)**
4 —1 0 4 0 4 0

=22 (- o0—-1- (=D +1-2- (=D 3 -1 (=) 1) =

=—2.4+41-7=-1

Determinanta matrice reda 2

ailz aig
21 Qa22

det A =

= ay- (—1)1+1|a22] + a2 - (—1)1“’@21’ = Q11 Q22 —A12*A21

Dakle, determinanta matrice reda 2 racuna se tako da se pomnoze ele-
menti na glavnoj dijagonali i od njih oduzmu pomnozeni elementi sa sporedne
dijagonale.

Primjer 2.3.3. Koriste¢i gornju formulu determinanta matrice
-1 3
=[]

=—1-1-2-3=-1-6=—7

je

-1 3
detA_‘Q 1‘

2
1

_1‘

3
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Racunanje determinante opcenite matrice reda 3.

a11 Aaiz2 i3
det A = 21 Q922 Q23| =
a31 a3z as3

1)1+1 Q22 Q23 +a12~(—1)1+2 a21 Q23 +a13-(—1)1+3 (21 Q22| _

= all . (_
a3z Q33 a31  as3 azy asz

= 6111(61220133 - a23a32) - 6112((121(133 - G23a31) + 6113(61216132 - Cl22a31) =
= (11022033 — (11023032 — A12021033 + A12023031 + A13A21G32 — A1302203] =

= Q12021033 + Q12023031 + (13021032 — G13022031 — (11023032 — 12021033

Gore navedena formula moze se izvesti koristec¢i tzv. Sarrusovo pravilo:

e Determinanta reda 3 zapisuje se na nacin da se prva dva stupca prepisu
s desne strane determinante.

e Zbrajaju se umnosci elemenata na glavnoj dijagonali i pravcima par-
alelnim glavnoj dijagonali.

e Zatim se od tog zbroja oduzimaju pomnozeni elementi na sporednoj
dijagonali i na pravcima paralelnim sporednoj dijagonali.

+ +
ai a2
21 a22
a31 a32

Zadatak 2.3.1. Izracunajte determinantu matrice A koriste¢i Sarrusovo
pravilo ako je:

2 0 -1
(a) A=1]1 -2 3
4 -1 0
[—1 1 0
by A=|2 0 -1
|1 -1 0

Rjesenje:
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(a)

2 0 -1 2 O
detA=11 -2 3|1 -2
4 -1 0] 4 -1
=2.(=2)-04+0-3-4+(=1)-1-(=1) — (1) (~2) - 4—
~2:3-(=1)=0-1-0=0+0+1-8+6-0=—1

detA=1]2 0 -1/ 2 0

1 -1 0] 1 -1
(=1)-0-0+1-(=1)-140-2-(=1)—0-0-1—
—(-1)-(-=1)-(-1)=1-2-0=0

Za racunanje determinante vrijede sljedeéa svojstva:

Ako se matrica B dobije tako da se u matrici A zamijene mjesta dva
retka ili dva stupca onda vrijedi det B = — det A.

Transponirane matrice imaju jednake determinante, odnosno vrijedi

det A = det AT

Ako se matrica B dobije tako da se matrici A pomnozi jedan redak ili
stupac realnim brojem a onda je det B = adet A.

Binet - Cauchyevo pravilo: Ako su A i B kvadratne matrice istog reda,
onda je
det(A- B) =det A-det B

Ako su svi elementi nekog retka ili stupca matriceA jednaki nuli onda
je det A =0.

Ako su u determinanti dva retka ili dva stupca jednaka ili propor-
cionalna onda je determinanta jednaka nuli.

Vrijednost determinante se ne mijenja ako se elementima nekog retka
ili stupca pribroje elementi nekog drugog retka ili stupca pomnozeni
realnim brojem c.
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Zadnje svojstvo omogucava jednostavnije racunanje determinante Laplaceovim
razvojem po stupcu ili retku. Prije primjene Laplaceovog razvoja zadnje svo-
jstvo omogucava da se u retku ili stupcu po kojem se radi razvoj dobije §to
viSe nula.

Primjer 2.3.4. Izracun determinante matrice A pomocu svojstva vezanih
za racunanje determinanti i Laplaceovog razvoja:

2 -1
2 -1
-1 2 1
3 0

[l VRN V)

Iz gore navedene matrice promatrajuc¢i prva dva retka moze se uociti da su
elementi u drugom, tre¢em i ¢etvrtom stupcu jednakih vrijednosti. Stoga, ako
se drugi redak determinante pomnozi s —1 te potom zbroji s prvim retkom,
u prvom retku dobiti ¢e se tri nule, Sto ¢e olak3ati razvoj determinante po
prvom retku.

_ -1 2 -1 2 Ri1—R» -1 2 -1 2 Razvoj po prvom retku
det A = I = »
-2 =1 2
=2- (=D -2 1 1 Razvoj po trecem retku
3 0 0
301 |[—1 2

2.4 Inverz matrice

Neka je a # 0 realan broj. Inverz od a, u oznaci a™! je realan broj za koji
vrijedi a-a™! 1.a = 1. U ovom poglavlju ideja je definirati sli¢an pojam
inverza za matrice. U svijetu matrica jedini¢na matrica I ima ulogu jedinice.
Kako se mnoziti mogu samo ulanc¢ane matrice, inverz matrice definira se
samo za kvadratne matrice.

Neka je A kvadratna matrica reda n. Matrica B je inverzna matrica
matrice A ako je

:a_

A-B=B-A=1,
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gdje je I jedini¢na matrica reda n. Ako postoji, inverzna matrica je jedin-
stvena i oznacava se s AL,

Kod realnih brojeva, svaki ne nul broj ima inverz. Kod matrica, skup ma-
trica koje nemaju inverz je veéi. Neka je A kvadratna matrica. Matrica A je
regularna matrica ako je det A # 0, u suprotnom matrica A je singularna.
Vrijedi da je kvadratna matrica A invertibilna (ima inverz) ako i samo ako
je A regularna matrica.

Kako bi se opisao postupak ra¢unanja inverzne matrice, najprije je potrebno
definirati pojmove minora ili subdeterminanta, algebarski komplement ili ko-
faktor te adjungirana matrica.

Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n. Za i,j € {1,...,n} definira
se:

e Minora ili subdeterminanta )/;; je determinanta reda n — 1 koja se
iz polazne determinante dobije izostavljanjem ¢ — tog retka i 7 — tog
stupca.

e Algebarski komplement ili kofaktor: A;; = (—1)""7 ;.
e Adjungirana matrica matrice A, u oznaci A*, je matrica A* = [A;;]7.

Ako je A kvadratna matrica onda se A~! rac¢una po formuli:

L1

= A*.
det A

Zadatak 2.4.1. Odredite inverz matrice A= [—-1 1 0

Rjesenje:

Inverz matrice rjesava se u nekoliko koraka: najprije je potrebno provjeriti je
li zadana matrica regularna, a zatim izracunati adjungiranu matricu i nakon
toga inverz matrice.

Matrica A je kvadratna matrica reda 3.

2 0 1

detA=|-1 1 0|=21(=2)+0-014+1:(—1):3—1-1-1-2:0-3—0-1-2 = —8§
1 3 =2

A je regularna matrica (detA = —8 # 0) odnosno ima inverz.

Adjungirana matrica se dobije ra¢unanjem algebarskih komplemenata za
svaki par i,7 € {1,2,3} :

1 0
All — (_1)1+1 3 '3 5

A = <_1)1+2 |
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Az = (—1)!*3. _11 ; =(-1)-3—1-1=-4
0 1
Ay = (=11 1p 1 =3
2 1
AQQZ(—1)2+2' 1 -2 :—5
2 0
A23:(_1)2+3' 1 3‘__6
01
A31:(_1)3+1' 1 0‘:_1
2 1
o= (0P |2 g =
) 2 0
o= 1| ] =2
) L [ 2 4"
Alt=—— [4]"=— |3 -5 —6| =
det A -8 1 -1 2]
-2 3 —1]
:i8. -2 -5 —1| =
-4 -6 2]
r—2 3 -1
-8 -8 -8
_|=2 =5 1| _
- —8 —8 —8 -
-4 -6 2
L —8& —8 —8
13 1
_ |t R
- 4 8 8
1 3 1
L2 4 4

Zadatak 2.4.2. Neka je A = [i 2] regularna matrica. Odredite A7,

Rjesenje:
Za svaki par 7, j € {1,2} rac¢unaju se algebarski komplementi:
AH = (—].)1+1 -dl =d
A12 = (—1)1+2 - |c| = —¢C
Agy = (=1)*. b = —b
Agy = (—1)*2 . |a] =a
det A = ad — cb

1 1 d —b
A= — 47 =
det A [ J] ad — cb {—C CL}
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Rjesenje prethodnog zadatka moze se koristiti kao formulu pri racunanju
inverza matrice reda 2.

Zadatak 2.4.3. Izracunajte inverz matrice A ako je:

0l ]
wasil ]
@]t ]

RjeSenje:

(a) Matrica A je kvadratna matrica reda 2.

10

det A = '3 9

‘:1-2—0-3:2#0
Dakle, matrica A je regularna, pa postoji A~%.

ey -

2

N =N O

1
|

wld, —

= O

| I

(b) Matrica A nije kvadratna pa nema inverz.
(c) Matrica A je kvadratna matrica reda 2.

21

detA:'4 9

‘:2-2—1-420

Dakle, matrica A nije regularna, pa ne postoji A~

Dvije matrice A i B istog tipa su ekvivalentne i piSe se A ~ B ako se
jedna matrica moze dobiti iz druge konacnom primjenom sljede¢ih elemen-
tarnih transformacija:

e Zamjena mjesta dvaju redaka (stupaca) matrice,
e Mnozenje nekog retka (stupca) realnim brojem razli¢itim od nule,

e Pribrajanje elementima jednog retka (stupca) elemente nekog drugog
retka (stupca) pomnozene realnim brojem.
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Ukoliko je red regularne kvadratne matrice A veéi od 3, inverz matrice je
prakti¢nije rac¢unati na sljede¢i nadcin:

Formira se matrica tipa n x 2n oblika

A

gdje je I jedini¢na matrica.

Elementarnim transformacijama isklju¢ivo po recima matrice [ A ]}

I

Primjer 2.4.1. Inverz matrice primjenom elementarnih transformacija:

matrica se transformira u oblik

Tada je A~ = B.

1100
0110
4 = 0011
0001
1100 1 000
) 0110 0100
[A : I] =
0011 0010
00 01 000 1
Drugi redak pomnozi se s (—1) i doda prvom:
10 —-120 1 -1 00
[Af[] o1 10 0 1 00
00 1 1 0 0 10
00 0 1 0 0 01

Tre¢i redak se najprije doda prvom retku, a zatim se pomnozen s (—1)
doda drugom:

100 1 1 =1 1 0
{AE[1N010—1 0 1 =10
001 1 0 0 1 0
000 1 0 0 0 1
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Zatim se posljednji redak mnozi s (—1) i dodaje se najprije prvom, potom
tre¢em retku i na kraju se zbroji s drugim retkom:

1 000 1 -1 1 -1
[AE]}rvOlOO 0 1 -1 1:‘14:]’
0010 0 0 1 -1
0001 0o 0 0 1
1 -1 1 -1
401 -1 1
A_001—1
0 0 1

2.5 Matri¢ne jednadzbe

Matri¢ne jednadzbe su jednadzbe u kojima su nepoznanice matrice. Princip
rjeSavanja matri¢nih jednadzbi slican je principu rjeSavanja realnih linearnih
jednadzbi s jednom nepoznanicom. Medutim, pri rjeSavanju matri¢nih jed-
nadzbi potrebno je paziti na ¢injenicu da nije svaka matrica invertibilna, da
nisu svake dvije matrice ulanc¢ane te da mnozenje matrica nije komutativno.

Jednadzba ax = b gdje su a # 01 b realni brojevi rjeSava se tako da se
obje strane jednadzbe podijele s a. Odnosno, obje strane jednadzbe pomnoze
se s inverzom od a i dobije se

ar =0b\-a*
atar =a'b

r=a"'b
Neka su A i B zadane matrice. Trazi se matrica X takva da vrijedi:
A-X=B

Neka je A kvadratna regularna matrica. Kako bi se na lijevoj strani do-
bila samo matrica X potrebno je obje strane jednadzbe pomnoziti s A~L.
MnoZenje matrica nije komutativno, pa treba paziti s koje strane se jed-
nadzba mnozi. U ovom slucaju jednadzba se mnoz s A~! s lijeve strane:

A'.JA-X =B
(AP A).-X=A"1.B
I- X=A"1.B
X=A1.B
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Primjer 2.5.1. Dana je matri¢na jednadzba:

IR

A= E _OJ , B = {(2)1 Trazi se matrica X za koju vrijedi:

A-X=B8B

Najprije je nuzno provjeriti je li A invertibilna matrica. A je kvadratna
matrica.
2 0

] kel

det A = ‘

Dakle, A je regularna matrica tj. postoji A~

Al JA-X =B
X=A1B

A~ je matrica reda 2 i B je matrica tipa (2 x 1), $to znaci da su matrice A~!
i B ulanc¢ane, odnosno produkt A~! - B je mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica
tipa (2 x 1).

Rezultat se moze provjeriti mnozenjem matrica:
2 0 |1 _ |2
1 -1 1l |0

Matri¢na jednadzba oblika:

X -A=B

gdje su A i B zadane matrice rjeSava se tako da se obje strane jednadzbe
pomnoze s A~ s desne strane.

X-A=B\-A7"!

X - (A-AH=B.-A"
X.-I=B- A"
X=B-A"!
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Primjer 2.5.2. Dana je matri¢na jednadzba:
1 3 1 3
X {—2 4] N {—1 7]

1 3 1 3 .. . . -
A= {_2 4] , B = [_1 7]. Trazi se matrica X za koju vrijedi:

X-A=18B

Najprije je nuzno provjeriti je li A invertibilna matrica. A je kvadratna
matrica.
1 3

4| =10#0

det A = ‘

Dakle, A je regularna matrica tj. postoji A=1.

X -A=B\-A""!
X=B-A"

A~'1i B su matrice reda 2 , $to znaci da su ulanc¢ane, odnosno produkt A=!-B
je mogué. Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

114 -3
,1__
4 —10[2 1}
_.,1_13.i4—3_i13.4—3_
X_BA_{—17} 1012 1| 10|-1 7] |2 1|
_1j1o 0] _ (10
T 10 |10 10 |1 1
Provjera rezultata mnozenjem matrica:
Lo (1 3 _11 3
11 -2 4 |-1 7

2.6 Sustavi linearnih jednadzbi

Pomoc¢u matrica rjeSsavaju se sustavi linearnih jednadzbi. Neka je zadan
sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica:

1121 + A12T2+ -+ - + ATy = bl

9121 + G99+ - -+ + GopT, = by

Am1T1 + A2t + QppTp = bm
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aij, b1 € {1,...,m},j € {1,...,n} surealni brojevi, a z1, ..., 2, su nepoz-
nanice. Ako se koeficijenti iz linearnih jednadzbi poredaju u matrice A, X i
B na sljedeé¢i nacin:

a1 a2 ... Q1n T b1

21 A22 ... dQgp T2 by
A= . . . . ) X = . ) B =

m1 Am2  -.. OGmp Tn bm

onda se sustav moze zapisati u matricnom obliku:
A-X=B.

Matrica A je tipa (m x n), matrica X je tipa (n x 1), a matrica B tipa
(m x 1). Elementi matrice B nazivaju se slobodnim koeficijentima, a matrica
A matrica sustava.

2.6.1 Cramerova metoda

Neka je zadan sustav od n linearnih jednadzbi s n nepoznanica:

a1121 + a12%e+ - - 4 a1, = by

a211 + a22x2+ R AonLy — bg

Ap1T1 + ApaZo+ - -+ + ppXy = bn

ai; aig2 ... QA1np
. . 91 Q29 ... Aon, .
Ako je matrica sustava A = ] . ] regularna matrica onda
Ap1 Ap2 ... QApn

se ovakav sustav naziva Cramerov sustav i moze se rjeSavati Cramerovom
metodom. Neka je D determinanta sustava

@11 Q12 ... Qin
D _ det A _ CL.21 a.22 e CL.Qn
Ap1 Gp2 ... Qg
S Dj,j € {1,...,n} oznacava se determinanta koju se dobije zamjenom

7 — otog stupca u determinanti D sa stupcem sastavljenim od slobodnih
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¢lanova.
ay; Q2 ... QA15-1 by aij41 -.. Qin
. Q21 Qg2 ... (A2j-1 bg 2541 ... Qap
Dj = : : : .
Qp1 Ap2 ... QApj-1 bn Qpj+1  --- Qnn

Tada je rjeSenje sustava jednadzbi dano s

o Dl o D2 Dn

Primjer 2.6.1. RjeSenje sustava jednadzbi pomocé¢u Cramerove metode:

r+y—z2=3
20 —y =3
2 + 2z =4
1 1 -1 3
A= 12 —1 0 | je matrica sustava, B = |3| je matrica slobodnih koefi-
2 0 2 4
x
cijenata te je X = |y | matrica nepoznanica.
z

D=detA=1{2 -1 0|2 -1 ==240+40—(-2)—0—4=-8+#0
2 0 22 0

Dakle, sustav je Cramerov, pa se moze rjeSavati Cramerovom metodom. Za
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J =1,2,3 racuna se D;:

D, =

Dy =

NN~ NN

8
I
B|PU|1§D|F o — 0N — W
I
|
N

Provjeru se vrsi uvrstavajuéi x,y i z u zadane jednadzbe:

2+1-0=3
2-2-1=3
2:2+2-0=4

2.6.2 Gauss-Jordanove metode eliminacije

Ukoliko broj nepoznanica i broj jednadzbi u sustavu nisu jednaki ili ako ma-
trica sustava nije regularna , sustav se ne moze rijesiti Cramerovom metodom.
U tom sluc¢aju mogu se koristiti Gauss-Jordanove metode eliminacije. Neka
je zadan sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica:

a1171 + Q%o+ -+ ATy = by
A21T1 + A22To+ * * + + AopTy = b2
Am1T1 + A2t - + QppTy = bm

Progirena matrica sustava A, je matrica tipa (m x (n + 1)) koja se dobije
tako da se na matricu sustava A s desne strane nadopiSe stupac slobodnih
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koeficijenata:

a1 a12 e A1p
Ap _ 921 929 e Aoy,
_aml Amp2 - Qmn

a7

b
by

Elementarnim transformacijama na redcima proSirene matrice cilj je lijevi
dio matrice transformirati u jedini¢nu matricu. Brojevi u posljednjem stupcu
matrice koji se dobiju nakon svodenja desnog dijela prosirene matrice sustava

na jedini¢nu matricu su rjeSenja sustava.

Primjer 2.6.2. Rjesenje sustava jednadzbi Gauss-Jordanovom metodom

eliminacije:

204+y—2=-3

r+2z=1
20+ 2z = =2
3r—2y—2=0
2 1 -1
A = 1 0 2
0o 2 2
3 -2 -1

Elementarnim transformacijama na redcima proSirene matrice lijevi dio ma-
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trice se nastoji transformirati u jedini¢nu matricu.

2 1 -1 -5 1 0 2 1
A, - 1 0 2 1 Zamjena Ri i Ry 2 1 -1 . -5 N
0o 2 2 : =2 0o 2 2 : =2
3 -2 -1 : 0 3 -2 -1 : 0]
1 0 2 1 10 2 1
misrm |00 1 =5 § —7| Rpm (001 =5 & =7 |
0o 2 2 -2 00 12 12
0 -2 =7 : —3] 00 —17 : —17]
10 2 L gior, [ 00 -1
Rptz |00 1 =5 1 =7 | AR (001 0 8 =2
o0 1 : 1 001 : 1
00 —17 : —17] 000 0 ]
Odavde se is¢itava x = —1,y = —2, z = 1. Provjera se vrsi uvrstavajudi x, y

i z u zadane jednadzbe:

2. (=1)+(-2)—1=-5
—14+2-1=1

2.(—2)+2-1=—2
3.(=1)—2-(=2)—1=0

Napomena 2.6.1. Cramerovi sustavi mogu se rjesavati i Cramerovom metodom
i Gauss-Jordanovom metodom eliminacije.

U prethodnom primjeru sustav je imao jedinstveno rjeSenje. Medutim,
moguce je da sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja, ili da nema nijedno
rjeSenje.

Primjer 2.6.3. RjeSenje sustava jednadzbi Gauss-Jordanovom metodom
eliminacije:

r+2y—2z2=2
—x—y+z2=0
r+3y="7

y—22=2
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R1—2R>
R3s—R2
R4—R>

Y

1
0
0
0

0
1
0
0

-1 %02 1
1 50| mlm [0
0 7 0
-2 i 2 0

-1 -2 1
0 i 2| Rz |0
1 i3 0

2 1 0| 0

—_ = =N

0
1
0
0

-2

0
0
1
0

29

1IN Ot NN

1
2
3
6_

Iz cetvrtog retka se is¢itava 0 = 6, $to je kontradikcija. Odavde se zakljucuje
da ovaj sustav jednadzbi nema rjeSenja, to jest ne postoje realni brojevi z,y
i z koji zadovoljavaju sve cCetiri dane jednadzbe.

Primjer 2.6.4. Rjesenje sustava jednadzbi Gauss-Jordanovom metodom

eliminacije:
1 3
A, = -1 -1
0 2
11
1 3
R{g2 0 1
0 2
0 -2

2 —6 1
2 1 10| mim |0
4 1 —16 0
—2 1 10 | 0
2 6| 5o |1
9 8 | Riszi, [0
4 1 —16 0
—4 1 16 | 0

T +3y+22=—6

—r—y+2z=-10

2y +4z =—16
r+y—2z=10

3
2
2

-2

0
1
0
0

—4

—4
2
0
0

—16
—16
16

18

U ovom slucaju elementarnim transformacijama na redcima eliminirale su se
dvije jednadzbe pa je ostalo manje jednadzbi nego Sto sustav ima nepoznan-
ica. Odavde slijedi da ovaj sustav jednadzbi ima beskona¢no mnogo rjesenja.
Nepoznanicu z oznac¢imo s t, gdje t predstavlja promjenjivi parametar. Iz
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prosirene matrice onda slijedi:

r—4t =18 = x = 4t + 18
y+2t=-8=y=-2t—38

Dakle, sustav jednadzbi ima beskona¢no mnogo rjesenja, a svako rjeSenje je
oblika:

=4t + 18
y=—2t-—28
z=1t

gdje je t € R. Ovakvo rjesenje naziva se parametarsko rjesenje sustava.

2.7 Zadaci za vjezbu
Zadatak 2.7.1. Neka su dane matrice A 1 B. Odredite matrice:
A+ B,2A— B,AB,BA, AT BT A~' B!

1 ~1 2]
3| P

Rjesenje:
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(a)A+B:[Z zﬂJrhl ;}:{—51 ;;1

0 1 -1 2 0 2 -1 2 10
QA_B_Q'[AL 3}_{1 2}_{8 6}_{1 2}_{7 4}
Matrica A je reda (2 x 2) i matrica B je reda (2 x 2) = produkti A- B
i B - A su moguéi. Rezultati ¢e biti matrice reda (2 x 2).

S R R F = pe e

pa=[ L=

r [0 4
=

=3
A1 B su kvadratne matrice.
det A=0-3—1-4=-4+#0
Dakle, matrica A je regularna, pa postoji A7L.
det B=(-1)-2—-1-2=—-4+#0

Dakle, matrica B je regularna, pa postoji B~!.

3 -11 [-3
-1 _ 1 . _ |71
=2 =]

2 -2 -1
_I—L. = 2
R R

1
4

—_

== O

—_

Matrice A+ B i 2A — B ne postoje.

15 =2
AB = |33 —6 |, BA ne postoji.
51 —10
r |1 35 r_ |3 6
A _[2 4 6}’3 _[—2 01
o i
A~1 ne postoji, B™! = {_l f]
2 1
15 =2 12 7
A+B=133 —-6|,2A—-B|6 6
51 —10 -7 7

AB i BA ne postoje.
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| »

6 4 1
5 3 2

|

A7t i B7! ne postoje.

AT —

L ] — | <t
— O Y| i
Il |
T N o
Q I
_ NN I -
| — |
< &
~ __ n 9
—— X -
- o Q_u Ba — 1m21_21ﬂ2
O _
1

= N

— NN

(e) A+ B

—|N — |
|

— NN

— | O N

Zadatak 2.7.2. Neka su dane matrice A i B. Odredite matrice AB — 2AT.

i
o ©
1
o
o — — A AN
10
— _ I
_2 |
— I Q
Il M -
B o~ — N N
- oo — O
1
[a\ B ap) —
— ~ o
— <t I ) :
L 1 L 1
Il Il Il
< < <
—~ —~ —~
=2 =
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1 2
(d)A:B ° 2],3— 2 1
2 —6
1 1 1 1 2 3
) A=|0 -3 2|,B=]-31 0
-1 0 4 3 1 1

RjeSenje:

(a) Matrica A je reda 2 i matrica B je reda 2 pa je produkt AB moguc.
Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

e L LB b
A eI
ORE

(c) Ne postoji jer matrice AB i AT nisu istog tipa.

(d) Ne postoji jer matrice AB i AT nisu istog tipa.

-1 4 0
(e) |13 5 2
9 -2 -1

Zadatak 2.7.3. Rijesite sljede¢e matri¢ne jednadzbe:
1 2 3 5
o =

mx 3 =15

1 2 -3 1 =30
€ |3 2 —4|.-x=|10 2 7
2 -1 0 10 7 8

Resenje:
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Rjesenje:
1 2 3 5
A=l )=
A-X=B
A je kvadratna matrica.
det A = '21)) i = —2 # 0 = A je regularna matrica tj. postoji A~

A-X=B=X=A"1B

A~! je matrica reda 2 i B je matrica reda 2 = produkt A='- B je
mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica reda 2.

1[4 -2
TR A
Sl2 21 [-1 -1
2 -4 —6| |2 3

ol -

=2 2= )

X-A=18B
A je kvadratna matrica.
det A = '2 :Z‘ = —2# 0 = A je regularna matrica tj. postoji A~

X-A=B=X=B-A"!

B i A7! su matrice reda 2. produkt B - A~! je mogué. Rezultat ée biti
matrica reda 2.

L[4

o o [r 2] 42 -1 2] [4 2]
X =154 _[—56 2|53~ 2|5 6] |-5 3] ~
L [-6 4] [3 -2

2 |10 8] ~ |5 —4

-1

1 2 -3 1 -3 0
A=13 2 —4| ,B=|10 2 7

2 -1 0 10 7 8
A-X=B

A je kvadratna matrica.
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1 2 =31 2
detA=1|3 2 -4/ 3 2 =14 0= A je regularna matrica tj.
2 -1 0|2 -1

postoji A7t
A-X=B=X=A"'-B

A~! je matrica reda 3 i B je matrica reda 3 = produkt A7 - B je
mogu¢. Rezultat ¢e biti matrica reda 3.

A_lzdetAA*
2 —4
— (_1\1+1 - _
A = (-1) 1 0‘ 4
3 —4
Al? = (_1)1+2 2 0 ‘_ -8
3 2
— (_1)1+3 [
Az = (—1) 5 _1‘ 7
2 =3
_ (_1)\2+1 _
Ay = (—1) 1 0’ 3
1 -3
Ay = (1), 0|0
1 2
Agz = (_1>2+3 2 1 =9
2 -3
Az = (—1)31 5 4 = -2
1 -3
A32: (—1)3+2 3 —4 =-95
1 2
Azg = (—1)3+3 5 o = —4
. —4 -8 -71" [-4 3 -2
Alt=L A =1 (4] =13 6 5| =[-8 6 —5
-2 -5 —4 -7 5 —4
—4 3 =2 1 -3 0 6 4 5
X=A"1'"B=|-8 6 =5|-(10 2 7| =121 2
-7 5 —4 10 7 8 3 3 3

Zadatak 2.7.4. Za zadane matrice A i B rijeSite matri¢nu jednadzbu

XA—-B=2X.
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()

(b)

Rjesenje:
(a)

X-A-B=2-X
X-A-2-X=B
X-A-2-X-I=28
X-(A-2-1)=B
X=BA-2-I)"

A-2.1= {_31 3]
-z = % 7]

o[t ]

Zadatak 2.7.5. Za zadane matrice A i B rijeSite matri¢nu jednadzbu

3X —AX =B.

A=l o] =)

(a)
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Rjesenje:

(a)

(b) X = [—11 :ﬂ

Zadatak 2.7.6. Rjesite sustave jednadzbi Cramerovom i Gauss-Jordanovom
metodom:

(a)

r—3y=2~6
20+ 5y =1

20 +y+32=9
T—=2y+z2=-2
r+2y+22=7

r—2y—>5z=—12
—2r+y+7z=15
3y +4z =12

RjeSenje:
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(a) e Cramerova metoda

D= ; _53‘:11
Dlzf _53‘:33
pi=|y § =
xz%zS
y=_1—111=—1

e (Gauss-Jordanova metoda

A — 1 —3 6| Ry—2r, |1 —3 6
P12 5 1 0 11 -11
Ry:11 1 -3 6 R1+3R; 1 0 3
0 1 -1 01 -1
r=3
y=-1

(b) e Cramerova metoda

2 1 32 1

D=|1 -2 1|1 -2 =-8+3+6—(—18)—4-2=13

3 2 2/3 2

9 1 3] 9 1

Dy=|-2 -2 1| =2 -2 =-36+7—12— (—42) — 18 — (—4) = —13
702 2 7 2

2 9 32 9
Dy=|1 =2 1| 1 —2 =—-8+27+21— (—18) — 14— 18 = 26
3 7 203 71
2 1 9|2 1
Dy=[1 =2 -2 1 —2 =28 6+18— (—54) — (—8) —7=239
3 2 7|3 2
Dy _-13
YYD T 13 T
Dy 2%
Y= " 13"
_Ds 39,
*TD 137
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e Gauss-Jordanova metoda
2139'Z, 1 -2 1 =2
Ay= |1 —2 1 —g|meafif gy 1 3 9|~
3 2 2 7| 3 2 2 7
Re—2my [1 —2 1 —2] 1 -2 1 -2
St [N TS W E e VS R N JEN
0 8 —1 13] 0 8 -1 13
s8R, [1 7 16 7] 1 7 16
ﬁféﬁ 0 ‘? 153 RS'%S 0 ? 153
~o |0l g~ 0L g
00 =2 -2 001 -3
Ba=sBs 110 —1]
Ri—IR
P01 0 2
001 —3]
r=—1
y:
z=-3
(¢c) e Cramerova metoda
1 -2 -5
D=|-2 1 7|=-3
0 3 4
~-12 -2 =5
Di=|15 1 7|=-9
12 3 4
1 —-12 =5
Dy=|-2 15 7|=0
0 12 4
1 -2 —12
Di=|-2 1 15|-9
0 3 12
D, -9
:—:—:3
YYD T3
Dy 0
_—:—:0
Y= "3
Dy —9
:—:—:3
=D 3
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e (Gauss-Jordanova metoda

1 -2 —5 —12 1 —2 -5 —12
Ay=|-2 1 7 15| ™Mo -3 -3 —9|~
0 3 4 12 0 3 4 12
1 -2 -5 —12| R3-3rR, |1 0 —3 —6| rRi+3r; [1 0 O
B3 dlg 101 3 | M o1 1 3| ™01 o0
0 3 4 12 00 1 3 00 1
r=3
y=0
z2=3

Zadatak 2.7.7. Prijevoznicko poduzecée posjeduje 3 vrste autobusa: Fiat,
Volvo te Opel autobuse. Zbog kvara na glavnom serveru poduzece je izgu-
bilo informacije o broju sjedista u svakom od tipova autobusa. Na srecu,
poduzece je pronaslo sigurnosne kopije informacija o ukupnom broju pre-
vezenih putnika za 8., 9. i 10. studenog.

Osmog studenog prijevoznicko poduzecée ukupno je prevezlo 336 putnika.
Prijevoz se obavio koriste¢i 5 Fiat autobusa, 2 Volvo autobusa te 1 Opel
autobus.

Devetog studenog prijevoznicko poduzeée ukupno je prevezlo 214 putnika.
Prijevoz se obavio koriste¢i 4 Fiat autobusa i 1 Volvo autobus.

Desetog studenog prijevoznicko poduzeée ukupno je prevezlo 314 putnika.
Prijevoz se obavio koriste¢i 1 Fiat autobus, 5 Volvo autobusa te te 2 Opel
autobusa.

Podaci o broju prevezenih putnika sumirani su u donjoj tablici.

Datum / Vrsta autobusa | Fiat | Volvo | Opel | Broj putnika
8. studenog 5 2 1 336
9. studenog 4 1 0 214
10. studenog 1 5 2 314

Ukoliko je poznato da je svakog dana svaki autobus odvozio samo jednu
rutu, te da su sva sjediSta bila popunjena, koliko sjedista ima svaka vrsta
autobusa koju posjeduje prijevoznicko poduzece?

(a) Zapisite problem kao sustav linearnih jednadzbi.

(b) Preporucite metodu i rijesite sustav jednadzbi.

w o W
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Rjesenje:
Neka je:
x broj sjedista u Fiat autobusu,
y broj sjedista u Volvo autobusu
z broj sjedista u Opel autobusu.

or + 2y + z = 336
doe +y =214
T+ 5y + 2z =314

5 2 1 336 x
A=14 1 0|,B=|214] , X = |y
15 2 314 2

5 2 1|5 2
detA=D=14 1 0/4 1=10+20—-1-16=13#0
1 5 211 5

Determinanta sustava je razli¢ita od nule, pa je sustav Cramerov.

336 2 1/336 2
Dy =214 1 0/214 1 =672+ 1070 — 314 — 856 = 572
314 5 2[314 5
5 336 1|5 336
Dy=|4 214 0/4 214 = 2140 + 1256 — 214 — 2688 = 494
1 314 2|1 314
5 2 3365 2
Ds— |4 1 214/4 1= 1570+ 428 + 6720 — 336 — 5350 — 2512 = 520
1 5 3141 5
D, 572
DT 13
D, 494
V=p =13~
Ds 520
:_:_:4
f=p g W

Fiat autobusi imaju 44, Volvo autobusi 38, a Opel autobusi 40 sjediSta.

Zadatak 2.7.8. Prijevoznicko poduzece prevozi tri vrste tereta sa Cetiri ra-
zlic¢ita tipa kamiona. Volvo kamion, ¢iji je kapacitet 3 tone, prevozi jedan
paket tereta A, jedan paket tereta B i 2 paketa tereta C. Mercedes Benz
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kamion, ¢iji je kapacitet 2 tone, prevozi jedan paket tereta B i 2 paketa
tereta C. Fiat kamion, ¢iji je kapacitet 8.5 tona, prevozi dva paketa tereta
A, tri paketa tereta B i 7 paketa tereta C. Ford kamion, ¢iji je kapacitet 5
tona, prevozi jedan paket tereta A, dva paketa tereta B i 4 paketa tereta C.
Informacije su sumirane u donjoj tablici: Kolike su mase tereta A, B i C?

Vrsta kamiona / Tip Tereta | A | B | C | Kapacitet kamiona
Volvo 111123

Mercedes Benz 01212

Fiat 213|785

Ford 1121415

(a) Zapisite problem kao sustav linearnih jednadzbi.
(b) Preporucite metodu i rijesite sustav jednadzbi.

Rjesenje:

r = masa paketa tereta A;
y = masa paketa tereta B;
z = masa paketa tereta C;

r+y+22=3
y+2z2=2

204+ 3y + 72 =85
rT4+2y+42=5

11 2 3 112+ 3
01 2 o | B2 1o 1 27 9
Ap: ~/ . ~
2 3 7' 85 013 %25
12 4 5 | 0121 2]
g1_2210051 100 ¢ 1
RiiR;UlQE 2 | mo2rs |01 0 0 1
00 1% 05 00 1% 05
000 ¢ 0 000 ¢ 0
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r=1
y=1
z=0.5

Mase paketa tereta A i B iznose 1, a masa paketa tereta C 0.5 tona.

73
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Poglavlje 3

Vektori

U ovom poglavlju obraden je klasi¢ni vektorski ra¢un. Veli¢ine poput duljine,
povrsine, mase, topline i sli¢no odredene su jednim podatkom i to mjerenim
brojem i nazivaju se skalari, dok je za veli¢ine poput orijentirane duzine,
brzine, akceleracije, sile i slicno potrebno znati i njihov smjer i orijentaciju.
Takve veli¢ine nazivaju se vektori.

3.1 Osnovni pojmovi
Neka su A, B toc¢ke u trodimenzionalnom prostoru. Uredeni par (A, B) gdje

je tocka A pocetak, a tocka B kraj naziva se usmjerena duZina. Usmjerena
duzina oznacava se s
A§

Translatiraju¢i usmjerenu duzinu 1@ kroz trodimenzionalni prostor dolazi
se do druge usmjerene duzine @ za koju vrijedi:

e Udaljenost od A do B jednaka je kao udaljenost od C' do D.

e Usmjerene duzine A§ i 013 leze na paralelnim pravcima, odnosno istog
su smjera.

e Usmyjerene duzine B i C@ jednako su orijentirane, odnosno pokazuju
u istom smjeru.

Napomena 3.1.1. Vrijedi da je poloviste duzina AD i BC ista tocka.

75
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Za danu usmjerenu duzinu f@ promatra se skup svih usmjerenih duzina
@ za koje vrijedi da je poloviste duzina AD i BC ista toc¢ka. Takav sku
naziva se vektor odreden usmjerenom duzinom z@ Usmjerena duzina A
je jedan predstavnik vektora. Vektore najcesée oznacavaju malim slovima
sa strelicom povise slova: d, 5,5, e éinjenicu da je vektor a predstavljen

i = [AB]

Napomena 3.1.2. U daljnjem tekstu poistovjecuje se usmjerena duzina 1@
s vektorom koji ta usmjerena duzina predstavlja.

duzinom AB oznaavamo s:

Svaki vektor je jednozna¢no odreden s:

e duljinom (modul, apsolutna vrijednost, norma)
e smjerom (nosac, pravac nositelj)

e orijentacijom (smisao, usmjerenje)

Modul ili duljina vektora d je duljina predstavnika 1@ tog vektora, tj. broj
koji se dobiva mjerenjem duzine AB

dl =[AB]|

Smyjer vektora a je smjer pravca AB odredenog predstavnikom zﬁ vek-
tora a. Ocito je da smjer vektora ne zavisi o izboru predstavnika, jer su
pravci koje odreduju usmjerene duzine iz iste klase paralelni, a paralelni
pravci imaju isti smjer.

Orijentacija vektora @ odredena je orijentacijom bilo kojeg predstavnika
tog vektora. Ako su 6,5vektori istog smjera, a OA i OB predstavnici tih
vektora s istim pocetkom O, onda je jasno da ¢e tocke O, Ai B lezati na istom
pravcu p. Za vektore @ i b kaze se da imaju istu orijentaciju ako tocke A
i B leze na pravcu p s iste strane tocke O. Vektori a i b su suprotnih
orijentacija ako su tocke A i B s razli¢itih strana tocke O.
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Vektori istog smjera
B 7

7

Vektori suprotnog smjera

Dva vektora koja imaju jednaku duljinu i isti smjer a suprotne orijentacije
zovu se suprotni vektori. Suprotan vektor vektoru @ oznacava se s —d.

Vektor kojemu se podudaraju pocetna i zavrsna tocka naziva se nul-
vektor i oznacava s 0. Njegova duljina je 0, a smjer odnosno orijentacija su
mu neodredeni.
Za vektor d kaze se da je jediniéni vektor ukoliko je duljina vektora jednaka
jedan, odnosno

la] =1

3.2 Operacije s vektorima

U skupu svih vektora mogu se vrSiti operacije s vektorima i to zbrajanje
vektora te mnozenje vektora skalarom.

3.2.1 Zbrajanje vektora

Neka su @ i b vektori te neka su zﬁ i B? predstavnici tih vektora tako da
pocetna tocka predstavnika vektora b lezi u krajnjoj tocki predstavnika vek-
tora d. Tada se definira zbroj vektora a i b kao vektor ¢ ¢iji je predstavnik
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usmjerena duzina Al 2 :

=i+ =[AB] +[BC] = [AC]

C

O

b

>

A B

IS

Gornja definicija naziva se pravilo trokuta. Zbrajanje vise vektora se
vrsi na nacin da se od vektora koje treba zbrojiti pravi "lanac". Lanac
se pravi tako da se pocetna tocka slijedeéeg vektora stavlja u zavrsnu tocku
prethodnog vektora. Suma svih vektora jest vektor ¢ija je pocetna tocka
pocetna tocka prvog vektora, a zavr$na tocka zavrSna tocka posljednjeg vek-
tora.

Razlika vektora @i b u oznaci

~b

ST

je zbroj vektora @ i vektoru gsuprotnog vektora —5,
d—b=a+(—b).
Za zbrajanje vektora vrijedi

e Komutativnost

e Asocijativnost

e Svojstvo nul-vektora
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3.2.2 Mnozenje vektora skalarom

Operacija mnozenja vektora skalarom podrazumijeva mnozenje vektora re-
alnim brojem. Ova operacija je produljivanje, odnosno skrac¢ivanje vektora
ovisno s kojim se realnim brojem mnozi vektor. Produkt realnog broja
A € R i vektora @ je vektor u oznaci A\a za koji vrijedi:

e Duljina vektora A\d jednaka je produktu apsolutne vrijednosti realnog
broja A i duljine vektora @, tj. |Ad| = |A| - |d].

e Smjer vektora Ad@ jednak je smjeru vektora a.

e Orijentacija vektora A\a jednaka je orijentaciji vektora a, ako je A > 0,
a suprotna orijentaciji vektora @, ako je A < 0.

QL

Napomena 3.2.1. \@ = 0 ako i samo ako je A = 0 ili @ = 0.
Za mnozenje vektora skalarom vrijedi:

e Kvaziasocijativnost

a(8a) = (aB)i

e Posjedovanje jedinice
l-da=a

e Distributivnost u odnosu na zbrajanje skalara

(a+ p)d = ad+ pd

e Distributivnost u odnosu na zbrajanje vektora

-

a(@+b) = ad+ ab
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80
Primjer 3.2.1. Tocka S je sjeciste dijagonala paralelograma ABCD. Neka
je 1@ =dai AD =b. lzrazite vektore S ,S@ preko vektora @ i b.
A
\\ S,/z”//:://
B
Rjesenje:
1 —
a+ =b
a—+ 5

- 301 (1) (3

1 1 /— 1 - 1

SB=—--D :——(DA+A§):——<—b+a>:——6
2 2 2 2

Primjer 3.2.2. Neka su vektori A§ =c, B(2 =d, = b stranice trokuta

izrazite teZiSnice trokuta @ ﬁ ﬁ

l

ABC.
(a) Pomocu vektora @,b,c
(b) Pokazite da i teziSnice mogu biti stranice nekog trokuta

~ 1AB.

(c) Pokazite da je ED

Rjesenje:
(a)
A - X BB~ 4B+ 50— o4 La
Eﬁ:é@+5§:§?+—CAza %
CE=CA+AF =CA+ Zﬁ_b
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—

(b) Za stranice trokuta vrijedi da je njihov zbroj jednak nuli = @+b+¢ = 0.
Dakle, potrebno je pokazati da vrijedi B + ﬁ + ﬁ =0

L1 I - 1\ 3 . -
(c+§a>+<a+§b)+<b+§c>—2( +b+¢)=0

(¢) ED = EC +CD = —L -

i=—3(@+5) = —3(- = }7=14B

3.3 Kolinearni i komplanarni vektori. Linearna
zavisnost vektora

Kaze se da su vektori kolinearni ako imaju isti smjer. Nul-vektor je stoga
kolinearan sa svakim vektorom. Takoder, iz definicije mnoZenja vektora
skalarom (smjer vektora Ad je isti kao i smjer vektora a@) slijedi da su i vektori
a i Ad@ uvijek kolinearni. Prema tome ako za vektore a i gvrijedi b = A\d onda
su ti vektori koli_pearni. N

Neka su @ i b kolinearni vektori i @ # 0. Tada postoji i jednoznacéno je
odreden realan broj A € R sa svojstvom da je

b= Ad.
Vektor a = [ﬁ} je paralelan s nekom ravninom ako je pravac AB par-

alelan s tom ravninom, odnosno ako i samo ako je pravac AB paralelan s
nekim pravcem u toj ravnini. Za vektore koji su paralelni s istom ravninom
kaze se da su komplanarni vektori. Bilo koja dva vektora su uvijek kom-
planarni, tako da je o pojmu komplanarnosti zanimljivo promatrati skupove
od tri ili vise vektora. Kolinearni vektori su uvijek i komplanarni.

Neka su @ i b vektori i a, B € R realni brojevi. Ako je vektor

—

¢=ad+fBb
tada su vektori @, bi ¢ komplanarni.

Napomena 3.3.1. Vrijedi i obrat: ako su a i b nekolinearni vektori, a ¢ bilo
koji vektor komplanaran s njima, onda postoje i jednozna¢no su odredeni
skalari a, 8 € R takvi da je

¢=ad+Bb

Neka su (i,l;, ¢ tri nekomplanarna vektora. Ako je d bilo koji vektor, onda
postoje i jednoznacno su odredeni skalari o, 5,7 € R sa svojstvom da je

d = ad+ b+~¢
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Neka su ai, as, ..., a, vektorii A, Ao, ..., A\, € R skalari za koje vrijedi

a=MNa+ ...+ \ap

Vektor @ zove se linearna kombinacija vektora aj,as,...,d, s koeficijen-
tima, )\17 )\2, cey >\n
Za vektore ai,as, ..., a, kaze se da su linearno zavisni ako postoje skalari

A1, Ao, ..., A, takvi da je
Aal+ ...+ a, =0

i bar je jedan od skalara A, A9, ..., \, razli¢it od nule. Ako su svi skalari
A1, Aa, ..., A\, jednaki nuli tada su vektori a, a3, . . ., a4, linearno nezavisni.

3.4 Vektori u koordinatnom sustavu

U prethodnom poglavlju je prikazano da ako se izberu bilo koja tri nekom-
planarna vektora, svaki vektor u trodimenzionalnom prostoru moze se na
jedinstven nacin prikazati kao linearna kombinacija ta tri vektora. Medu-
tim, postoje tri vektora koja se najcesce koriste da bi vektore prikazivali kao
linearne kombinacije. To su vektori ;,j i k. Vektor i je jedini¢ni vektor u
smjeru osi , fjediniéni vektor u smjeru osi y, a k jedini¢ni vektor u smjeru
osi z.

Nl

o~
.
<
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Vektor kojem je pocetna tocka ishodiste O koordinatnog sustava, a zavrSna
tocka A naziva se radij-vektor tocke A i oznacava se s r}. Za radij vektor
tocke A s koordinatama (z,y, z) vrijedi:

ry = O—1>4:x;+yj+zl§
Ako su pocetna i zavrSna tocka vektora /@ zadane svojim koordinatama
A= (x1,y1,21) 1 B = (29, ¥2, 22) onda je
AB =13 — i = (w2 — @) + (2 — 92)] + (22 — 20k
Primjer 3.4.1. Pocetak vektora nalazi se u tocki A(4,-3,0), a kraJ u

B(6,—2,0). Prikazite vektor 1@ kao linearnu kombinaciju vektora i, j i k.
RjeSenje:

AB = (6 — 4)i + (=2 — (=3))] + (0— 0)F = 27+

Zapis vektora kao linearrle korribinaci_je \Lektorg Z,j ijc) olakéava operacije
s vektorima. Ako su @ = a,i+ ayj + a,k i b= b7+ byj + b,k vektori te X i
1 skalari onda je:

G+tb = (ap+by)i+(a,+b,)]+(a.+b)k
AL = )\aﬁ%— Aayf+ )\aZE
AT+ pub = (Nag + pub,)i + (Aay + pby,)j + (Na + ub,)k
Dva vektora @ = aJ—i— ayj'—l— azl;i b= bJ—i— byj'—i— bZE su jednaka ako i samo
ako imaju jednake koordinate
Ay = by, ay =by,a, =0,

Prlmjer 3.4.2. Odredite ' parametar ¢ takav da je zbroj vektora
a,—22—tj—6k‘1b— —52—2]+3kjednak vektoru ¢ = —32+5j—3k‘
RjeSenje:

Zbroj vektora a i b:

G+b=(2—t] —6k)+ (=i — 2] +3k) = (2= 5)i+ (=t —2)] + (=6 + 3)k
Dobiveni zbroj vektora a i gjednak je vektoru ¢
(2—=5)i+ (=t —2)j + (=6 + 3)k = —3i + 5] — 3k
—3i4 (—t—2)j —3k=—-3i+5] — 3k
Iz jednakosti vektora dobije se parametar ¢
—3=-3,(-t—2)=5,-3=-3
—t=5+2—=t=-7



84 POGLAVLJE 3. VEKTORI

Duljina radij-vektora 7y = zi + yj + 2k je
@] = /2?2 +y? + 22

Duljina vektora 1@ jednaka je duljini duzine AB stoga vrijedi

AD — d(A,B) = \/(xz — 1)’ + (Y2 — )" + (22 — 21)°

Primjer 3.4.3. Odredite duljinu vektora @ =2 + j iz prethodnog prim-

jera.
AB|=VZ T2+ 02 =5
Primjer 3.4.4. Odredite vektor @ duljine 2 sa zadanim koordinatama
r=-1,z=1
Rjesenje:
Iz formule duljine vektora vrijedi
il =TT 2
2= /(12 +y? + 12\
4=2+4 y2
Y= +/2
@ =—i+V2j+k
iy = —i— /2] + k

Primjer 3.4.5. Odredite je li trokut ABC jednakokracan ili jednakostrani¢an
ako je zadan radij-vektorima

h=—i+]—2k
Th=2i+j+k
7’_>CI—Z—2J+/€

Rjesenje:
Kako bi pokazali da je trokut ABC jednakokracan ili jednakostrani¢an potrebno
je odrediti duljine stranica trokuta ABC'.

AC =76 — T = 3] + 3k = |AC| = V(=37 + 32 = VIS = 32
@:7’—%—7’0: z+3yz>’(ﬁ):\/32+32:\/_8:3\/_
@:@—ﬁ:?ﬁ—?ﬂ?:»‘,@‘:\/32+32:¢1_8:3\/§

Trokut ABC' je jednakostranican.
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Ako su a, 8, v kutevi koje vektor @ = ai + aJ—l— a.k zatvara s koordi-
natnim osima, tada su kosinusi smjera vektora dani formulom

coso = a—f,cosﬁ = a—f’,cosv = a—f,
|| [ ||

Takoder vrijedi cos? a + cos? 3 + cos?y = 1

3.5 Skalarni produkt vektora

Skalarni produkt dvaju vektora a i b definira se kao skalar koji je jednak
produktu modula tih vektora s kosinusom kuta kojeg ti vektori zatvaraju:

@-b=|d-|b|-cos£(a,b)

Iz navedenog slijedi da je

ST
| <

cos £(@,b) =

|al|b]

—

Ako su_ vektorl ai b prlkazam kao linearna kombinacija vektora ;j k,
a= axz + ayj + azk: i b= bmz + by] + bzk; tada vrijedi:

a-b= agby + ayb, + ab..
Dakle vrijedi:

azb, + a,b, + a.b,
V@2 + a2 + a2\ /0 + b2 + b2

cos £(a@,b) =

Kolinearnost vektora se moze provjeriti preko skalarnog produkta:

e Ako su pravci nositelji vektora a i b paralelnl tada je £(d, b) 0 ili
£(@,b) =, pa je cos £(@,b) = 1 ili cos £(a@,b) = —1. Tada vrijedi:

a-b=al- o]
i takoder vrijedi ako je:

—4(@,b) = 0 vektori su iste orijentacije ili

—A(d,b) = m vektori su suprotnih orijentacija.
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e Ako su pravci nositelji vektora a i b okomiti tada je

a-b=

o

—

jer je kut izmedu okomitih vektora £(d,b) = 7§ pa je cos £(d, 5) = 0.

Napomena 3.5.1. Vrijedi i obrat, ako je @ - b =0 onda su @i b okomiti
vektori.

Primjer 3.5.1. Neka su tocke A(4,3,0), B(3,0,2),C(8,1, —1) vrhovi trokuta
ABC. Ispitajte kod kojeg vrha u trokutu je pravi kut.

Rjesenje:

Najprije je potrebno odrediti vektore 1@ B? CA koji razapinju trokut
ABC:

AB=(3—4)+(0—3)]+(2—0)k =~ — 3] + 2k
i+

BC = (8 3)i+(1—0)7+ (—1—2)k = 50+ ] — 3k
CA=(4—8)i+(3-1)]+ (00— (~1)k= 47+ 2]+ &

Iz definicije skalarnog produkta vektora vrijedi da je skalarni produkt okomi-
tih vektora jednak 0. Stoga je potrebno izra¢unati skalarne produkte vektora:

AD - BC = —5-3—6=—14
BC.CA=-20+2-3=—21
CA-AB=4-6+2=0

—
Pravi kut zatvaraju vektori C'A i ﬁ, odnosno pravi kut je kod vrha A.

Za skalarni produkt vektora vrijede sljedeca svojstva:

o Komutativnost

e Kvaziasocijativnost

(AG@)-b=a- (\b) = \(@-b)

e Distributivnost prema zbrajanju

i (b+a) =

Sl
S
+
ST
O
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e Distributivnost prema mnozenju

=,

(@+b)-é=a-c+b-¢

e Pozitivna definitnost

a-d=|d?*>0;a* =0 ako i samo ako je @ = 0.

Primjer 3.5.2. Odredite parametar ¢ takav da vektori

—ti+5) + 2k

a
b=ti+t]+2k

budu medusobno okomiti.
RjeSenje:

Glbed b=0
t-t+5-t4+2-2=0
2+ 5t+4=0
tt+4)+(t+4)=0
(t+4)(t+1)=0
t = —4,ty = —1

Primjer 3.5.3. Odredite kut izmedu dijagonala paralelograma koji je raza-
pet vektorima
G=i+2jib=—j+2k.
RjeSenje: . . .
Treba odrediti kut izmedu vektora € = ad + b i vektora f =a —b

-

= (i+27) +(~+2K) =+ ]+ 2k

—

f= (Z+ 23) (—7+2k) =7+3] — 2k

—

e-f (i+742k) - (i+ 3] — 2k)) _ 13-4
el 1fl VA2 +124+22) (12432 +(-2)2) V614

cosp =

cos¢p =0 = ¢ = 90 = dijagonale su okomite
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Primjer 3.5.4. Zadan je vektor
a=3i+6]

Odredite vektor b u ravnini takav da je b L @i |b] = V/5.
Rjesenje: Vektor b dan sa svojim koordinatama

b=byi+b,j
Za okomite vektore vrijedi da je njihov skalarni produkt jednak 0
ilb=a-b=0
(31 +67) - (byi +byj) =0
3b, +6b, =0

Prema formuli duljine vektora
bl = V5= /B2 +b2 =5
Dobiveni sustav jednadzbi glasi

3b, + 6b, = 0
by 4+b2 =5

¢ija rjeSenja su

a trazeni vektor

3.6 Vektorski produkt vektora

Vektorski produkt vektora a i b je vektor ¢
F=axb

za kojeg vrijedi:

e Ako su vektori @ i b kolinearni onda je @=10.
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e Ako @i b nisu kolinearni vektori onda je vektor ¢ vektor odreden:

Duljina vektora ¢ je jednaka

-

] = |al|b] sin £(d, b)
Smjer vektora ¢ je pravac okomit na ravninu razapetu vektorima a

ib.
Orijentacija vektora ¢ je takva da vektori @, b i € ¢ine desni sustav.

axb

%

Pri odredivanju orjentacije vektorskog produkta mozemo se posluziti prav-
ilom desne ruke:

b

QY
X
Oy
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Za vektorsko mnozenje vektora vrijedi:

e Antikomutativnost
axb=—-bx

ST

e Distributivnost prema zbrajanju

a x <5+5> —Gxb+axc
e Distributivnost prema mnozenju

(@+8) xe=axe+bxe

e Kvaziasocijativnost

Za svaki vektor @ vrijedi

S5 —

axa= 0
Povrsina paralelograma razapetog vektorima a i b je jednaka duljini njihovog
vektorskog produkta, tj. vrijedi:

-

P = |@ x b| = |a@||b| sin £(@, b)

Povrsina trokuta razapetog vektorima a i b jednaka je polovini povrSine par-
alelograma razapetog tim vektorima.

Akosu@ib prikazani kao linearna kombinacija vektora f,fi E,
a= aJ+ ayf+ aZE i b= bJJr byj'+ bZE tada vrijedi:

R ) ) )
c=axb=|a, Ay Gz Az Gy :(aybz_azby)'H_(asz_axbz)j+(aybw_axby)k

by b, b.| by b,
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Rjesenje:
Povrsina trokuta dana je formulom

1 —
P = —|dx b
2
Vektori @ i b su:

G=AB=(2—4)i+@d—4)j+@2-2F=—27
b=AC=(3—4)i+ (- 4)j+ (6 -2k =~ ] +4F

Uvrstavanjem u gornju formulu, povrSina trokuta iznosi

@ x B = V& T2 = V68 — P = L8 ~ 4123

Primjer 3.6.2. Izrac¢unajte povrsinu paralelograma odrednog vektorima

ako je |@| = 4,|b =51 <(a@,b) =
Rjesenje:
Povrsina paralelograma dana je formulom

™
1

P =|m x

Vektorski umnozak vektora m i 7

X 7 = (2b — @) x (3 + 2b)

1M X 7= 2b X 33+ 2b x 2b — @ x 33 — @ x 2b
X 7= —6(a@ x b) — 2(@ x b)

X 7= —8(a x b)

Uvrsatavanjem u gornju formulu, povrSina paralelograma iznosi

-

P=|mxii=|-8@G@x0b)|=|-28|axb

- 2
P =38|d| - |b| sin<«(a, ):8-4-5sin%:160-§:80\/§

91



92 POGLAVLJE 3. VEKTORI

Primjer 3.6.3. Kolika je duljina visine spustene iz vrha C' trokuta ABC
ako su dani vrhovi A(2,1,0), B(3,1,1),C(—1,0,1).

Rjesenje:

Visina trokuta moze se dobiti iz formule za povrSinu trokuta

a- v, 2P |G x b
Ua:_: —

P =

|a
Koordinate vektora @ i b
AB=1{3-21-1,1—0}={1,0,1} =i + ¥

AC ={-1-20-1,1-0}={-3,-1,1} = 37— j+ &

a=
b=
Vektorski produkt vektora a i b

- = =
A
1 0 1
-3 1

Duljina vektorskog produkta

a x ?) =12+ (=42 + (-1)2 = V18

Duljina vektora @
| = V12 +121 = V2

Uvrsatavanjem u gornju formulu, duljina visine iznosi

Primjer 3.6.4. Izracunajte povrsinu trokuta Sto ga razapinju vektori

6

Va

akosu @ =2 — j + kb=17+]+3k =40 — 27 + k.
Rjesenje:
Povr§ina trokuta dana je formulom

Vektori ¥ i ¢ su:
3k)— (21— j+ k)= —i+2]+ 2k
+3k)— (4i—2]+k) =i+ ]+4k
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UvrSatavanjem u gornju formulu, povrsina trokuta iznosi

- = =
T 7k . . .
Ixy=|-1 2 2|=6i+6j—3k
1 1 4
o 1., 5 9
\xxy\:\/62+62+(—3)2:9:>P:§]$><y]:§

3.7 MjesSoviti produkt vektora

Pod mjeSovitim produktom triju vektora a, bi ¢ podrazumijeva se umnozak
vektorskog produkta a x b koji se skalarno mnozi s vektorom ¢

-

(@xb)-¢

Rezultat mjesovitog produkta vektora je skalar. Mjesoviti produkt triju vek-
tora @,b i ¢ do na predznak jednak je volumenu paralelepipeda razapetog
vektorima a, b i C.

Dakle vrijedi:

—

V = |@||b| |d sin £ (@, b) cos £ (@ x b, ),
gdje je V volumen paralelepipeda razapetog vektorima da, bic

Napomena 3.7.1. Vektori d, bicsu komplanarni ako i samo ako je

—

(@xb)-¢=0.



94 POGLAVLJE 3. VEKTORI

Ako su vektori @, bic prikazani kao linearna kombmaeua vektora 7, j i k;
Q= azt + ayj + ak, b= b1 + byj + b, kic= Cplt + cyj + czk tada vrijedi:
B ag Gy a,
(@xb)-¢=1|b, b, b,
Cx Cy Cs

Dakle, volumen paralelepipeda razapetog vektorima a, bic je
(@x D) j .
Volumen tetraedra razapetog vektorima @, bic je

(13 (c‘ixﬁ)-c".

V:

D
B

Primjer 3.7.1. Izracunajte volumen tetraedra s vrhovima
A(1,2,1),B(2,0,3),C(1,3,—-1),D(2,—1,3)

Rjesenje:
Volumen tetraedra dan je formulom

1
V==

<a><5)-4.
Koordinate vektora d, bic
—AB=1{2-10-23-1}={1,-2,2) =7 2] + 2k
—AC={1-1,3-2-1-1}={0,1,-2} = ] — 2k
F=AD={-1-20-1,1-0}={-3,-1,1} = 31— j+ &

. (g Ay QA 1 -2 2
(@xb)-¢=|by b, b,|=1|0 1 =2|=-7
Cx Cy Cz _3 _1 1
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Primjer 3.7.2. Dokazite da su dani vektori komplanarni:

Rjesenje: B
Vektori @, b i ¢ su komplanarni ako i samo ako je (@ x b) - ¢= 0.
Az Gy A -3 0 2

(@xb)-é=|by b, b.l=|2 1 —4/=0
Cz Cy C, 11 -2 -2

Zadatak 3.7.1. Neka su dane tocke A(2,2,0),B(4,4,0),C(0,3,—2)i D(0,2,2).

(a) _Pirﬁikaéite vektore @ = AB i b = CD kao linearne kombinacije vektora
7k

(b) Tzracunajte 3@ — 2b.

(c) Tzracunajte |al i |b].

(d) Kolike kuteve vektor @ zatvara s koordinatnim osima?

f) Izracunajte povrsinu trokuta razapetog vektorima a i b.

)
)
)
(e) Izratunajte @ - b. Jesu li vektori @ i b medusobno okomiti?
(f)
g) Koliki kut zatvaraju vektori @ i b?

)

(
(h) Izra¢unajte volumen paralelepipeda kojeg razapinju vektori @ , biaxb.

Rjesenje:

()

(b) 3d — 2b = 3(2i + 2j) — 2(—j + 4k) = 6/ + 8] — 8k
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|@| = \/aZ + a2 + a2 = 224+ 22402 =22

b = /02 + 02 + 02 = /02 + (—1)2 + 42 = V17

2 \/§:> s

COSQ¥ =" = —==——=>Q=—
lal  2v/2 2 4

Qy 2 V2 T

cosp=r5 = —F==——=>p=—
b la|  2v/2 2 b 4
a, 0 0= T

COSY = = = —= = = —
TTE T e Y75

(€) @-b=ayby+ayby+ab,=2-04+2-(=1)+0-4=—-2#0=dibnisu
okomiti.

@)P:gbxg

A R
axb=la, a, a,|=12 2 0|=8 —8j—2k
by b, b |0 -1 4
P14 |axb| =L /& (=87 + (—2F = V33
- azbg+ayby+azb. o _ . SN
(g) cos£(d,b) = JaZtaitaZ\JRR wam = = @b ~

2 2 0
(h) (@xb)-(d xb)=0 -1 4|=132
8 —8 —2

Zadatak 3.7.2. Neka su dane tocke A(2,0,6), B(6,—2,5),C(—6,—3,0) i
D(—3,0,6).

(a) Kolika je povrsina paralelograma razapetog vektorima /@ i @

(b) Jesu li vektori AB i CD medusobno okomiti?
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Rjesenje:
AL =47 -2 F
CD = 37 + 3] + 6k

(a) P:‘Ex@‘

i 7 kli 7 o )
ABxCD =4 —2 —1l4 —2—=—9i— 27} + 18k
3 3 6|3 3

P =/(=9)2+ (—27)% + 182 = 9/14 = 33.67

(b) AB-CD=12—6—6=0

Vektori su okomiti.

3.8 Zadaci za vjezbu

Zadatak 3.8.1. Nadite vektor 1@ ako je
a) A(1,2,3),B(5,—3,4)
b) A(-2,4,5),B(3,4,-2)
Rjesenje:
a) AB =47 - 5) +k
b) AB =50 — 7]
Zadatak 3.8.2. Za dane vektore @ = 37 + 3;'— kib=1i— j— k
a) izracunajte duljine vektora |d| i |b|
b) odredite kosinuse smjera vektora a i b

¢) odredite slijedece vektore
24 +b
2d — 2b
RjeSenje:

a) |a] = v/19, (8] = V3
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b) cosa; = —;,cosag 3V 9 cos g = =19
i

cos 1 = 08 By = =3 cos b3 = T\/g

) 2a+b="Ti+ 5]'—312
2G — 2b = 4i + 87

Zadatak 3.8.3. Odredite duljinu i kosinus smjera vektora @ = 10—}-20}4—40%.

Rjesenje:
|d| = 10v/21
cosay = Y2 cosay = 2V Lcosay = 228

21 ) 21

Zadatak 3.8.4. Zadani su vektori @ = 20+ 3j i b=1i— j. Vektor @ = 4i+2]
rastavite u smjeru vektora a i b.

Rjesenje:

c=9G+ %

Zadatak 3.8.5. Za koje vrijednosti « i B su vektori @ = 47 — 3] + ﬁk i
b= ai— 47 + 3k kolinearni.

Rjesenje:
— 16 9
=73 1

Zadatak 3.8.6. Odredite skalarni produkt vektora @ = 27 + 3j — Akib =
3i — 47 + k.

Rjesenje:

a-b=—T

Zadatak 3.8.7. Odredite kut izmedu vektora @ = ;+f+4l;i b= —Z+2j'+2]g.
Rjesenje:
cosa:%§:>a:45°

Zadatak 3.8.8. Za koju vrijednost \ su vektori @ = 37 — 37 + 4kib = N+
medusobno okomiti.

RjeSenje:

A=1

Zadatak 3.8.9. Odredite parametar ¢ takav da vektori @ = ti + ] + 2k i
b=ti— 5tj + 3k budu medusobno okomiti.

Rjesenje:

tl - 3, tQ =2

- —

Zadatak 3.8.10. Zadani su vektori @ = 3i — 6 — ki b =i+ 4}' — 5k.
Izracunajte:
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a) a x b
b) (3@ —b) x b
RjeSenje:
a) @x b=34i+ 147 + 18k
b) (3@ — b) x b = 1027 + 42 + 54k
Zadatak 3.8.11. Odredite povrsinu trokuta ABC's vrhovima A(3,2, —3), B(5,1,—1)
i O(1,-1,1).
Rjesenje:
P = 1,/260
Zadatak 3.8.12. Izracunajte povrsinu trokuta ABC' s vrhovima A(0, 1,0), B(2,2, 2)
i C(4,0,3).
RjeSenje:

P =165

Zadatak 3.8.13. Izracunajte povrSinu paralelograma ABCD s vrhovima
A(2,1,0),B(3,1,1) i C(—1,0,1).

RjeSenje:
P =18

Zadatak 3.8.14. Dokazite da su vektori @ = 2i — j + 2/2, b=1i+ 2] — 3k i
=123 —45+ 7k komplanarni.

RjeSenje:

(@xb)-c=0

Zadatak 3.8.15. Dokazite da su vektori @ = —37 + 2/5,5 =247 — Ak i
c=11—2j — 2k komplanarni.

RjeSenje:

(@xb)-¢=0

Zadatak 3.8.16. Izracunajte volumen tetraedra ¢iji su vrhovi A(1,1,2),
B(2,3,-1), C(2,-2,4) i D(—1,1,3).

RjeSenje:

V=3

Zadatak 3.8.17. IzraCunajte volumen tetraedra ¢iji su vrhovi A(1,2,1),
B(2,0,3), C(1,3,—1)i D(2,—1,3).
RjeSenje:

Vol
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Poglavlje 4

Funkcije

4.1 Pojam funkcije

Pojam funkcije spada medu osnovne matematicke pojmove i predstavlja prav-
ilo pridruzivanja elemenata jednog skupa elementima drugog skupa. Pravilo
koje svakom hrvatskom drzavljaninu pridruzuje njegov OIB je primjer jedne
funkcije. Primijetimo da svaki hrvatski drzavljanin ima svoj OIB, tj. ne
postoji hrvatski drzavljanin za kojeg OIB nije definiran. Takoder, taj OIB
je jedinstveno definiran, tj. ne moze se dogoditi da jedna osoba ima dva
razli¢ita OIB-a. Upravo ova dva svojstva su bitna pri definiranju funkcije.

4.1.1 Definicija funkcije

Neka su X i Y neprazni skupovii f pravilo koje svakom elementu x iz skupa
X pridruzuje to¢no jedan element y iz skupa Y. Uredena trojka (X,Y, f)
naziva se funkcija i oznacava

f: X—=Y

U govoru se Cesto poistovjecuje funkcija s pravilom pridruzivanja f. Skup X
naziva se domena ili podrudje definicije funkcije i oznacavam s D(f), a
skup Y kodomena funkcije. S f(z) oznacava se element skupa Y u kojeg se
po pravilu f preslikao x iz X. f(x) jo§ se zove i slika elementa (zavisna
varijabla ili vrijednost funkcije) = iz X po funkciji f, a element 2 € X
zove se nezavisna varijabla ili argument funkcije.

101
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X Y

i

Skup {f(z) € Y|x € X} naziva se slika funkcije f i oznacava se f(X).
Slika funkcije je opéenito razli¢ita od kodomene funkcije jer moze postojati
element u kodomeni u kojeg se nije preslikao niti jedan element iz domene.

Funkcije se najc¢e$c¢e oznacavaju malim slovima, npr. f,g,h,...

Funkcije ¢ije su domena i kodomena podskupovi skupa realnih brojeva
nazivaju se realne funkcije realne varijable. Ukoliko je realna funkcija realne
varijable f zadana analiticki, smatra se da je njena domena onaj podskup
skupa R za koji analiticki izraz ima smisla, tj. njena domena je skup svih
x € R za koje je f(x) realan broj.

4.1.2 Jednakost funkcija, restrikcija funkcije, nultocke
funkcije

Dvije funkcije f : X — Y ig: X' — Y’ jednake ako su ispunjena ova tri
uvjeta:

e X = X' odnosno f i g imaju istu domenu
e Y =Y’ odnosno f i g imaju istu kodomenu
o f(z)=g(x)zasvakix € X
Ukoliko jedan od ovih uvjeta nije ispunjen f i ¢ nisu jednake funkcije.

Primjer 4.1.1. Promotrimo funkciju f : R — R, definiranu s f(x) = =, za
svaki z € R i funkciju g : [0, +00) — R, definiranu s g(z) = (v/z)°, za svaki
x € [0,400). Tako za svaki pozitivan realan broj z € [0, +o0) vrijedi da je
g(z) = (yz)? = = = f(x), funkcije f i ¢ nisu jednake jer je D(f) # D(g).
Medutim, ako bismo promatrali funkciju f samo na skupu [0, +00) onda bi
na tom skupu f i g bile jednake. Ta ideja nas dovodi do definicije restrikcije
funkcije.
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Neka je f : X — Y funkcija i neka je Z C X podskup skupa X. Re-
strikcija funkcije f na skupu Z, u oznaci f‘z : Z —'Y, je funkcija za koju
vrijedi f‘Z(z) = f(z) za svaki z € Z.

Zadatak 4.1.1. Neka su dane funkcije fig, f(z) = 2+ 11 g(z) = &=L,

z—1
Jesu li f1i g jednake funkcije? Postoji li skup X C R takav da je f‘x =gqg7?
RjeSenje:
Iz formule razlike kvadrata a® — b* = (a — b)(a+b) slijedi 2? —1 = 2? — 12 =
(x = 1)(z+1).
Dakle, za svaki x # 1 vrijedi g(z) = "f:ll = f*&jzmrﬂ) =x+1= f(o).
Odnosno, za X = R\ {1} = (—o0,1) U (1, +o00) vrijedi f|, = g.
Funkcije f i g nisu jednake jer za z = 1 je f(1) = 1+ 1 = 2, dok funkcija g
nije definirana u tocki 1.

Neka je dana funkcija f : X — Y, gdje je Y C R. Tocke z € X za koje
vrijedi f(z) = 0 zovu se nulto&ke funkcije f.

Zadatak 4.1.2. Neka je f(r) = 2% — 4. Odredite:
(a) f(0),£(3), f(=3)
(b) f(1)+ f(=1)
(c) Nultocke funkcije f.
RjeSenje:
(a) F(0) =0 — 4= —4 f(3) =3 — 4 =5 f(~3) = (-3) 4 =5
(b) F(1)+ F(~1) = (B~ 4) + (-1~ 4) = 33 = ¢

(c) Trazi se x za koje je 2 — 4 = 0.
2 —4=(r—-2)(x+2)=0=> 2, = 2,29 = ~2.

Zadatak 4.1.3. Neka je f(z) = Z£2. Odredite:
(a) f(0),£(3), f(=3)
(b) f(1)+ f(=1)
(¢) Nultocke funkcije f.

Rjesenje:

(@) JO) =2 =5 =-1/B) = =5 =—4/(3) =55
(b) F(U) 4 f(—1) =18 L =lis _ 6, & _ a5

(c) Trazi se x za koje je i—fg = 0. Mnoze¢i obe strane jednadzbe s (z — 5)

dobije se:

- 0=2+5=0=12=-5.
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4.1.3 Surjekcija, injekcija i bijekcija
Kod definiranja funkcije dopusta se da razlic¢iti elementi iz domene preslikaju
u isti element kodomene funkcije. Takoder, dopusta se da slika funkcije bude
pravi podskup kodomene funkcije, odnosno da postoji element iz kodomene
u koji se nijedan element domene nije preslikao. U ovom poglavlju definiraju
se funkcije za koje prethodne tvrdnje nisu dopustene.

Neka je f : X — Y funkcija. Funkcija f je injekcija (ili injektivna
funkcija) ako vrijedi da za svaki x1, 25 € X:

ako je f(x1) = f(z2) onda je x; = zs.

Odnosno, svaka dva razli¢ita elementa iz X se nuzno preslikavaju u razlic¢ite
elemente iz Y.

X Y

Primjer injektivne funkcije

Primjer funkcije koja nije injekcija

Zadatak 4.1.4. Jesu li sljedece funkcije injekcije?
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(b) g(z) = 5
(c) h(z) =2 +5

Rjesenje: Kako bi se pokazalo da funkcija nije injekcija dovoljno je pron-
a¢i jedan par razli¢itih tocaka domene koje funkcija preslika u isti element
kodomene. Ako se zeli pokazati da je funkcija injekcija mora se dokazati da
za svake dvije tocke iz domene, ako su njihove slike jednake, onda su nuzno
i pocetne tocke jednake.

(a) Kvadratna funkcija f(x) = 2? brojeve suprotnog predznaka z i —x
preslikava u isti broj z2. Dakle funkcija f(x) = z? nije injekcija jer je,
naprimjer, f(1) =12=1= (-1)? = f(-1).

(b) Neka su xq,x9 € R\ {1} proizvoljni elementi domene funkcije g. Neka
vrijedi g(z1) = g(x2). Iz toga slijedi:

g(z1) = g(z2)
xr1 + 1 i To + 1
T — 1 N To — 1
(1 4+ 1)(xe — 1) = (22 + 1)(x1 — 1)

T +To—x1 — 1 =219 — 290+ 21 — 1

To — L1 = —T9 + X1
2&72 = 21’1
To = T1

Dakle, funkcija g je injekcija.

(¢) Neka su z1, x5 € R proizvoljni elementi domene funkcije h. Neka vrijedi
h(zy) = h(zz). 1z toga slijedi:

h(z1) = h(z2)
T+ 5= To + 5

Tr1 = T2
Dakle, funkcija A je injekcija.

Neka je f : X — Y funkcija. Funkcija f surjekcija (ili surjektivna
funkcija) ako za svaki y € Y

postoji z € X takav da je f(z) = y.
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Odnosno, svaki element iz kodomene ima element u domeni koji se u njega
preslikao. Kod surjektivnih funkcija slika funkcije i njena kodomena su isti

skup.

Primjer surjektivne funkcije

Primjer funkcije koja nije surjekcija

Napomena 4.1.1. Ako funkcija f : X — Y nije surjekija lako se definira
funkcija f': X — f(X) s f'(x) = f(z) za svaki 2 € X koja jest surjekcija, a
ima isto pravilo pridruzivanja kao i po¢etna funkcija f.

Funkcija koja je 1 injekcija i surjekcija zove se bijekcija (ili bijektivna
funkcija).
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X Y

Primjer bijekcije

4.1.4 Operacije s funkcijama

Neka su f: X — Rig: X — R realne funkcije, te neka je r realan broj.
Tada se definiraju nove funkcije f £ g, f - g, 5, r - f na skupu X:

o fEg: X =R (f£g)(x) = f(x) £g(z)

o frg: X =R (f-g)(x) = f(z) g(x)

~

(z)
)

[ J
Q [~

X\ fo € X|gla) = 0} » R, ({)(a) =

«Q
—~
8

'y r-f:X—)R,(T-f)(IL‘):T'f(x)

4.2 Svojstva funkcije

4.2.1 Monotonost funkcije
Kaze se da je funkcija f: X — R, X C R rastuéa na skupu I C X ako za
svaki x1,x9 € I vrijedi

z1 < a9 = f(21) < fl2).
Kaze se da je funkcija f strogo rastuéa na skupu I ako za svaki xq,25 € [
vrijedi

r1 < T2 = f(z1) < f(22).
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Primjer (strogo) rastuce funkcije

Kaze se da je funkcija f padajuéa na skupu [ ako za svaki xi, 29 € [
vrijedi
vy <9 = fx1) > f(22).

Kaze se da je funkcija f strogo padajuéa na skupu I ako za svaki x1, x5 € 1
vrijedi
r1 < w2 = f(z1) > [(22).

Primjer (strogo) padajuce funkcije

Ako je funkcija f rastuca na cijeloj svojoj domeni, onda je f rastuéa
funkcija. Ako je funkcija f padajuca na cijeloj svojoj domeni, onda je f
padajuéa funkcija.
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Primjer 4.2.1. Funkcija f(z) = 22 je padajuc¢a na skupu (—oo, 0] i rastuca
na skupu [0, +00)

15 -1 -05 05 1 15

4.2.2 Ekstremi funkcije

Funkcija f : X — Y, X, Y C R ima lokalni maksimum u tocki zo € X
ako postoji interval (a,b) takav da je xy € (a,b) i da vrijedi:

f(xo) > f(z), za svaki z € (a, D).

Funkcija f: X — Y, X, Y C R ima lokalni minimum u tocki xqg € X ako
postoji interval (a,b) takav da je xg € (a,b) i da vrijedi:

f(zo) < f(x), za svaki x € (a,b).

Tocke lokalnog maksimuma i lokalnog minimuma zajedno se nazivaju lokalni
ekstremi.

Funkcija f: X — Y, X|Y C R ima globalni maksimum u tocki zg € X
ako za svaki x € X vrijedi:

f(z0) = f(x).

Funkcija f : X — Y, X, Y C R ima globalni minimum u tocki xy € X
ako za svaki x € X vrijedi:

f(@o) < f(x).

Tocke globalnog maksimuma i globalnog minimuma zajedno se nazivaju
globalni ekstremi.
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Primjer 4.2.2. Funkcija f(z) = 12* — 12® — 2? ima lokalne minimume u
tockama z; = —1 1 x3 = 2, te lokalni maksimum u tocki x5 = 0. Funkcija

ima globalni minimum u tocki x3 = 2, ali nema globalnog maksimuma.

4.2.3 Omedenost funkcije

Funkcija f : X — Y, X, Y C Rje omedena odozgo ako postoji realan broj
M takav da je f(x) < M za svaki z € X. Funkcija f: X - Y, XY CR je
omedena odozdo ako postoji realan broj m takav da je f(z) > m za svaki
x € X. Funkcija je omedena ako je omedena odozgo i odozdo. U protivhom
se kaze da je funkcija neomedena.

Funkcija f(z) = 23 je neomedena.
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/—6 —4\ -2 2 v
<1 +

Funkcija f(z) = sin(x) je omedena.

4.2.4 Parnost funkcije

Funkcija f : X — Y, XY C R je parna ako je f(—z) = f(x) za svaki
x € X. Funkcija f: X - Y, X,Y CR je neparna ako je f(—z) = —f(x)
za svaki x € X.

Napomena 4.2.1. Graf parne funkcije je simetrican obzirom na os y, a graf
neparne funkcije je simetri¢an obzirom na ishodiste.

Funkcija f(z) = 2° je neparna.
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0.5

Funkcija f(x) = ® + z? nije ni parna ni neparna.

Zadatak 4.2.1. Ispitajte paritet funkcija:
(a) f(x) =5
(b) f(z) = (x—1)*
(¢) f(x) =2*Yx +sinz

Rjesenje:

(a) fz)=5
f(=x) = 5= f(x)

Funkcija f je parna funkcija.
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(b) f(z) = (x —1)?
f( €T :(— — ) =22 +2r+1
flz)=(x -1 =2 -2z+1
—flx)=—(z—1)?=—2>+2r—1
Funkcija f nije ni parna ni neparna funkcija.

(c) f(z)=2*Yx +sinx
f(f—(x% = (—x)?¥/—x +sin(—x) = —2?Yr —sinx = —(2*Yx +sinz) =

Funkcija f je neparna funkcija.

4.2.5 Konveksnost i konkavnost funkcije

Pojmovi konveksnosti i konkavnosti definirat ¢e se graficki. Neka je f: X —
Y, X,Y C Rrealna funkcija realne varijable i zy € X tocka u domeni funkcije
f. Funkcija f je konveksna u toc¢ki xy ako se tangenta na graf funkcije f u
tocki xy nalazi ispod grafa funkcije. Funkcija f je konveksna na intervalu
(a,b) C X, ako je konveksna u svakoj tocki tog intervala.

Funkcija f(x) = 22 — 2 je konveksna na cijeloj domeni.

Funkcija f je konkavna u tocki x( ako se tangenta na graf funkcije f u
tocki xg nalazi iznad grafa funkcije. Funkcija f je konkavna na intervalu
(a,b) C X, ako je konkavna u svakoj tocki tog intervala.
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Funkcija f(x) = —22% + 2 je konkavna na cijeloj domeni.

Funkcija moze biti konkavna na jednom dijelu, a konveksna na drugom

dijelu domene.

20t
Zo e ’I
3 1 :" 1
—2 ¢
Funkcija f(z) = 23 + 22 je konkavna na intervalu (—oo,0) i konveksna na

intervalu (0, +00).

Toc¢ka u kojoj funkcija prelazi iz konkavnosti u konveksnost ili obratno,
naziva se tocka infleksije. U gornjem primjeru, tocka infleksije funkcije

f(z) =a%+2%je 0.

4.3 Kompozicija funkcija

Neka su X,Y i Z neprazni skupovi, i f : X — Y ig:Y — Z funkcije.
Kompozicija funkcija f i g u oznaci g o f je funkcija go f : X — Z za
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koju vrijedi:

go f(x) =g(f(x)).

Napomena 4.3.1. Opéenito vrijedi f o g # g o f, odnosno komponiranje
funkcija nije komutativno.

X Y 7

gof

Zadatak 4.3.1. Za zadane funkcije f i g odredite kompozicije fogi go f.

(d xr) = %7 g(x) — 22;113 _9
Rjesenje:

(a) foglx)=flg(x)) = f(3) =5 +5="=52
go f(z) =g(f(x)) = g(x+5) = =

(b) fog(x)=f(g(z)) = f(z +3) = (z+3)*
go f(z)=g(f(z)) =g(z?) =22 +3

(¢) fog(z) = flg(x)) = f(a®) = 2"
go f(z) =g(f(x)) = g(27) = (27)* = 2%

(@) fo0w) = Flol) = 5 = i3 = =t = =it = 550
g0 [(@) = g(f(2) = s 2 = g —2 = fot g = L
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4.4 Inverz funkcije

Neka je f: X — Y bijekcija. Kako je f surjekcija, to za svaki y € Y postoji
neki z € X takav da je f(z) = y. Injektivnost funkcije f garantira da je
taj = jedinstven za svaki y. Dakle, dobro je definirana funkcija g : ¥ — X
s g(y) = x, gdje je x € X jedinstveni element iz X za koji vrijedi f(x) = y.
Ova funkcija naziva se inverzom funkcije f i oznacava f~!. Vrijedi:

fofHy)=yzasvakiy €Y,
f~to f(x) = x za svaki z € X.

X Y

Napomena 4.4.1. Kompozicija funkcije i njenog inverza je identiteta.

Zadatak 4.4.1. Odredite inverz zadane funkcije f:

(a) f(x)=x+5

(b) fz) =a*+1

(¢) f(x)=logx

(d) f(x)=logz+1

RjeSenje:

(a) f(z) =2 +5
y=x+5H
—r=-y+5
r=9y—>5
fTi@)=x-5

(b) f(z)=2%+1
y=a3+1
»=y-1
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(¢) f(z) =logx
[ @) =10

(d) f(z)=logz+1

y=logx+1
y—1=logx
10 =g

M) =10 =

4.5 Elementarne funkcije

U ovom poglavlju proucit ¢e se neka osnovna svojstva elementarnih funkecija.
Elementarne funkcije dijele se na algebarske i transcendentne funkcije.

4.5.1 Algebarske funkcije

Funkcija f : R — R definira s f(x) = a gdje je a € R realan broj, naziva se
konstanta.

H=

-2 1

Graf konstante f(z) = 1.

Napomena 4.5.1. Graf konstante je paralelan s osi x.

Funkcija f : R — R definira s f(x) = = naziva se identiteta.
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—2 1

Graf identitete

Funkcije koje se dobivaju s kona¢no mnogo algebarskih operacija (zbra-
janje, oduzimanje, mnozenje, dijeljenje, potenciranje cijelim ili razlomljenim
eksponentom) primijenjenih na konstantu f(z) = 1 i identitetu f(z) = x
nazivaju se algebarske funkcije. Algebarske funkcije dijele se na:

1. Polinome
2. Racionalne funkcije

3. Iracionalne funkcije

Polinomi
Polinom n-tog stupnja je funkcija P, : R — R oblika:

Po(z) = apz™ + ap_ 12"+ 4 ayz + ag

gdje su a,,a,_1,...,a1,ay € R koeficijenti polinoma, n € Z* i a, # 0. a,
zove se vodedi koeficijent, a ay slobodni koeficijent polinoma.
Konstanta je polinom nultog stupnja, a identiteta je polinom prvog stupnja.
Specijalan sluc¢aj polinoma n-tog stupnja je potencija n-tog stupnja, tj. funkcija
oblika f(z) = az",a € R\ {0},n € Z*. Kad je n paran broj, potencija n-tog
stupnja je parna funkcija, a kad je n neparan broj, potencija n-tog stupnja
je neparna funkcija.

Funkcija oblika Pj(x) = ax +0b, a,b € R, a # 0 je polinom prvog stupnja.
Takva funkcija zove se linearna funkcija. Graf linearne funkcije je pravac.
Koeficijent a odreduje smjer pravca i zove se koeficijent smjera. Ukoliko
je a < 0 pravac je padajuci, a ukoliko je a > 0 pravac je rastu¢i. Linearna
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funkcija uvijek ima to¢no jednu nultocku. Ta nultocka nalazi se rjeSavajuci

jednadzbu ax + b = 0. Dakle, nultocka linearne funkcije je xg = —g.
3 is
2
1 is
Zo
-1 1 2 3
—1 +

Graf linearne funkcije f(z) = —x + 2

Funkcija oblika Py(7) = ax®+bx+c, a,b,c € R, a # 0 zove se kvadratna
funkcija. Graf kvadratne funkcije je parabola. Ako postoje, nultoc¢ke parabole
racunaju se po formuli:

—b+ Vb — 4dac

2a

T2 =

Izraz pod korijenom: b? — 4ac naziva se diskriminanta kvadratne funkcije i
oznacava s D. Postojanje realnih nultoc¢aka kvadratne funkcije ovisi o predz-
naku diskriminante. Ako je D > 0, onda ¢e kvadratna funkcija imati dvije
razli¢ite realne nultocke. Ako je D = 0, onda kvadratna funkcija ima jednu
, tzv. dvostruku, nulto¢ku. U toj tocki graf funkcije dodiruje os x. Ako
je D < 0, onda ne postoji rjesenje izraza v'D = /b2 — 4ac u skupu realnih
brojeva, pa kvadratna funkcija nema realnih nultocaka.

Oblik parabole ovisi o predznaku vodeéeg koeficijenta a. Ukoliko je a > 0,
graf kvadratne funkcije bit ¢e otvoren prema gore, a ako je a < 0, onda ée
graf kvadratne funkcije biti otvoren prema dolje.

a>0 a>0 a>
D>0 D<0 D=0
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a<0 a<0 a<0
D>0 D<0

NN

Tjeme parabole T'(zr, yr) je tocka u kojoj parabola dostize maksimum,
ako je okrenuta prema dolje, odnosno minimum ako je okrenuta prema gore.
Ukoliko parabola ima dvije realne razli¢ite nultocke, x-koordinata tjemena
nalazi se na pola puta izmedu nultoc¢aka. U tom slucaju x-koordinata tjemena
se moze nac¢i pomoc¢u formule

T+ X9
5 .

T =

Koristeci formulu za nultocke parabole:

—b+Vb%2—4 —b—Vb%2—4 —2b
Ty + T2 - 2a - + 2a - 2a —b
xT = = = = —_—
2 2 2 2a

Vrijedi da je yr = f(x7), pa je:

—b —b0\* b 2B dac — b°
yT:f — ) =a |l — +b——|—c:___+C:
2a 2a

Formule za izracun koordinata tjemena mogu se koristiti i u slu¢aju kad
parabola nema dvije razli¢ite realne nultocke.

Funkcija f(z) = ax?® + bx + ¢ gdje je a > 0, je padajuéa na intervalu
(—o0, x7) irastu¢a na intervalu (xr, +00). Takva funkcija je omedena odozdo
jer za yp vrijedi da je f(z) > yr, za svaki x € R. Funkcija f(r) = ax®+bx+c
gdje je a < 0, je rastu¢a na intervalu (—oo,z7) i padajuca na intervalu
(x,4+00). Takva funkcija je omedena odozgo jer za yr vrijedi da je f(x) <
yr, za svaki x € R.

Za izracun nulto¢aka polinoma P,(z) = a,2" + @, 12"t + -+ a1 + ag
ne postoji eksplicitna formula. Medutim, ako su nam nulto¢ke polinoma
poznate onda ga mozemo faktorizirati na sljede¢i nacin:

e Ako su xq,x9,...,x, razli¢ite jednostruke realne nultoc¢ke polinoma P,
onda je
Py(x) = apn(x —x1)(x —29) -+ (2 — )
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e Ako su zy,x,,..., 7, razlifite realne nultocke polinoma P, gdje je k;
kratnost nultocke x; onda je

Po() = an (2 — 1) (2 — 22)" -+ (2 — )"

Dva polinoma P,(7) = a,2" + @p_ 12" + -+ a12 + ag i Qp(z) = bpz™ +
b1 2™+ -+ by + by su jednaka ako vrijedi m = n i a; = b;, za svaki
1=1,...,n.

Racionalne funkcije
Racionalne funkcije su funkcije oblika:

Pn@)
Qm(z)’

gdje su P,(z) i @Qn(x) polinom stupnja n i m. Ako je n < m, f(z) zove
se prava racionalna funkcija, a ako je n > m, f(z) zove se neprava
racionalna funkcija. Razlog zasto se ovakve funkcije nazivaju nepravim
racionalnim funkcijama je taj $to se nepravu racionalnu funkciju moze za-
pisati u obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije. Kod definiranja
polinoma nije bilo nikakvih ograni¢enja u domeni funkcije. Kod racionalnih
funkcija nultocke polinoma u nazivniku ne mogu biti dio domene racionalne
funkcije jer dijeljenje s nulom nije definirano.

Pri provodenju rac¢una s racionalnim funkcijama f(x) = g:f(z)) ponekad
se ra¢un pojednostavnjuje ukoliko se racionalna funkcija moze zapisati kao
zbroj jednostavnijih racionalnih funkcija gdje stupnjevi polinoma u brojniku
i nazivniku na premasuju 2. Taj postupak naziva se rastavljanje racionalne
funkcije na parcijalne razlomke. Neka je f(z) = % prava racionalna

fz) =

Q
funkcija i Q,,(z) = (x — 1) (x — x9) - - - (x — x,,). Tada se f moze prikazati

u obliku:
(@) @—m)  —m) @—am)

Ay, Ay, ... A, su konstante koje odredujemo mnozeéi gornji jednandzbu s
(x —x)(x —22) - (T — Tpy).

r+8
2+2—6

Primjer 4.5.1. Rastav racionalne funkcije f(x) = na parcijalne ra-
zlomke.
U prvom koraku potrebno je faktorizirati nazivnik z?+x —6 koristeé¢i formulu

za izracun nultoc¢aka kvadratne funkcije i ¢injenice da se polinom

Po(2) = apz™ + ap_12" '+ ayx + ag
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moze faktorizirati kao

P,(x) = ap(x —z1)(x — 29) -+ (T — )

ako su poznate nultocke x,..., x,.
—1+v1244-1-6 —-1+5
Ti12 = =
2 2
I = 2
T — -3

2 —6=(r—-2)(z—(-3)=(z—2)(x+3)
Dakle,
r+8
r+8 Ay Ao

(@ —2)(z 1 3) ol R ARCERIICER)
r+8=A(z+3)+ Ax(z —2)
r+8=A1x+3A; + Ayx — 2A,
x4+ 8= (A1 + A2)x + 3A; — 24,

fz) =

Izrazi s desne i lijeve strane su polinomi. Jednakost polinoma podrazumjeva
jednakost svih odgovarajué¢ih koeficijenata, tj. iz gornje jednadzbe slijedi:
A +A2=1
3A; —2A, =28

Rjesavajuéi ovaj sustav linearnih jednadzbi dobijemo rjesenje A; = 2, Ay =
—1. Dakle, vrijedi:

T +38 2 1
flw) = 2+r—-6 x-2 z+3
Ako se u faktorizaciji nazivnika @),,(x) racionalne funkcije f(z) = an(( ))
neki faktori pojavljuju na potenciju veéu od 1, Q.(2) = (v — x1)" (x —
x9)* - (z — x,)* rastav racionalne funkcije f(z) = 5:;(&)) izgleda:
P,(x Al Al Al
f(x): <>: 1 _I_ 2 2+...+¢k
Qum(r)  (z—m1) (2—-1) (= @)"
A? A2 A2
+ + 44— .4
(x —x9) (v — x9)? (x — z9)k2
A% Ab Ay
T .

(x—xp) (7 —mp)? (z — xp)kp’
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gdje su A} 1=1,...,p, 7 =1,...,k; su konstante koje odredujemo mnoze¢i
gornji jednadzbu s (z — )" (z — z9)k2 -+ - (x — )P,

z+8

Primjer 4.5.2. Rastav racionalne funkcije f(z) = oy P

razlomke.

U prvom koraku potrebno je faktorizirati nazivnik 2® —4x?+4x. Izluc¢ivanjem
x dobije se 23 — 42?4+ 4z = x(2® — 4z +4). Koristeci formulu kvadrata razlike
(a—b)?* = a®? —2ab+b* dobiva se z(2? —4x+4) = x(2x? —2-22+2?) = z(z—2)%
Dakle,

na parcijalne

B Tty
fla) = a3 — 422 + 4z
T+ 8 _Al A2 A

+ 32)2\ oz — 2)?

r(x—22 =z -2 (z-—
r+8=A(r—2)*+ Asx(x — 2) + Az
T+ 8= A (2* — 4z +4) + Ay(2* — 27) + Az
T+ 8 =Ax? —4A1x + 44, + Ayx? — 24,0 + Asx
T+ 8= (A + Ay)x® + (—4A; — 24, + A3)z + 44,

Izrazi s desne i lijeve strane su polinomi. Jednakost polinoma podrazumijeva
jednakost svih odgovarajuc¢ih koeficijenata, tj. iz gornje jednadzbe slijedi:

A1+A2:O
—4A; —2A, + A3 =1
4./41:8

Rjesavajuc¢i ovaj sustav linearnih jednadzbi dobije se rjeSenje A; = 2, Ay =
—2, A3 = 5. Dakle, vrijedi:

r+8 2 2 5
2 —dx2+dr oz x—2 (v—2)%

fz) =

Iracionalne funkcije

Racionalne funkcije moguée je dobiti primjenjivanjem kona¢no mnogo racional-
nih operacija (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje) na funkcije kon-
stante i identitete. Ukoliko se tim operacijama pridruzi i korjenovanje dobi-
vaju se iracionalne funkcije. Neki primjeri iracionalnih funkcija su:

o fl)=Va
. fl) =%
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BZ,U
* [@) = s

o fla) =522

Kod uzimanja parnih korijena treba se voditi ra¢una o tome da izraz pod ko-
rijenom ne smije biti negativan. Ta ¢injenica predstavlja ogranic¢enja domene
iracionalnih funkcija koje koriste parne korijene.

Primjer 4.5.3. Funkcija f(x) = \/Lz definirana je samo za z € (0, +00) .

4 i

4.5.2 Transcedentne funkcije

Funkcije koje nisu algebarske zovu se transcedentne funkcije. Najpoz-
natije transcedentne funkcije su:

e Eksponencijalna funkcija
e Logaritamska funkcija
e 'Trigonometrijske funkcije

e Ciklometrijske funkcije
Eksponencijalna funkcija
Za a > 0,a # 1 definira se eksponencijalna funkcija f : R — R* oblika

f(x) = a®. Broj a zove se baza eksponencijalne funkcije. Osnovna svojstva
eksponencijalne funkcije su:

e a* >0zasvakixz € R

o a% - a¥ =a*t
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e Akojea > 1ondazax < y vrijedi a® < a¥ tj. eksponencijalna funkcija

je rastuca.

4]
5]
5 |
J
4 3 —2 12
_1 1

e Ako je a € (0,1) onda za = < y vrijedi a®* > a¥ tj. eksponencijalna
funkcija je padajuca.

Graf eksponencijalne funkcije f(z) = a” prolazi tockom (0, 1) za svaku bazu
a. Posebno,ako je a jednako Eulerovoj konstanti e ~ 2.71828 eksponencijalnu
funkciju f(z) = e” naziva se prirodna eksponencijalna funkcija.
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Logaritamska funkcija

Logaritamska funkcija je inverz eksponencijalne funkcije. Dakle, za ek-
sponencijalnu funkciju f : R — Rt f(x) = a” njena inverzna funkcija
7' R™ — R zove se logaritamska funkcija f~!(z) = log, = s bazom a.
Osnovna svojstva logaritamske funkcije su:

e log,a”" ==

° aloga:c =7

log,(zy) = log, x + log.y

loga(i) = log, x — log.y

log, x¥ = ylog,

e [og,a=1
e log,z = }Zg:z
e log,1=0
e log, b= @

Ako je a > 1 onda za x < y vrijedi log,x < log,y tj. logaritamska
funkcija je rastuca.

e Ako je a € (0,1) onda za x < y vrijedi log,x > log,y tj. logaritamska
funkcija je padajuca.
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Graf logaritamske funkcije f(z) = log, x prolazi to¢kom (1,0) za svaku bazu
a. Odnosno 1 je nultocka svake logaritamske funkcije. Posebno, ako je a
jednako Eulerovoj konstanti e &~ 2.71828 logaritamska funkcija f(z) = log, x
naziva se prirodna logaritamska funkcija i oznacava In z.

Trigonometrijske funkcije

U Kartezijev koordinatni sustav smjesti se kruznica zadanu jednadzbom x2 +
y> = 1 i brojevni pravac paralelan s y-osi u toc¢ku A(1,0). Namatanjem
pravca na kruznicu u geometrijski pozitivnom smjeru (obrnutom od smjera
kretanja kazaljke na satu) pridruzuje se svakom realnom broju z jedinstvena
tocka T' na kruznici. Npr. broju 0 pridruzena je tocka A, a broju 7 tocka B.
Takva kruznica naziva se brojevna ili trigonometrijska kruznica.

COS™

Ordinata toc¢ke T je sinx, a apscisa cosz tj. T'(coszx,sinx). Tim postupkom
svakom realnom broju x pridruzeni su potpuno odredeni brojevi cos z i sin x.
Odnosno definirane su funkcije:
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e Sinus funkcija sin : R =+ R

e Kosinus funkcija cos: R — R

w5
SIE]
B
wo|§

Koristeéi funkcije sin i cos definiramo funkcije:

sinx

e Tangens funkcija tgr = 522
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e Kotangens funkcija ctgr =

sinz

Funkcije sinx,cosx,tgr i ctgr zovu se trigonometrijske funkcije i za njih
vrijedi:

sin cos tg ctg
Domena | R R R\ {2k +1)7|k € Z} | R\ {kn|k € Z}
Slika [—1,1] [—1,1] R R
Nultocke | km k € Z | 2k +1)5, k€ Z | kr,k € Z (2k+1)5, k€ Z
Parnost | neparna | parna neparna parna

Ciklometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije nisu bijektivne, pa opcenito kao takve ne mogu
imati inverzne funkcije. Ipak, ako se pogledaju restrikcije trigonometri-
jskih funkcija koje su bijektivne funkcije, mogu se definirati njihove inverzne
funkcije, odnosno arkus ili ciklometrijske funkcije.
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|:—Tl' T

e Funkcija sin|[i 5 | — [~1,1] je strogo rastuca bijekcija.
2 72

22
Njena inverzna funkcija je arcsin : [—1,1] — [‘7’7,3} definirana s
arcsin(x) = sin~*(z).
Sin} o arcsin
(53]
1 L
: -1 1
—1 1
11
1

e Funkcija cos ‘[0 - [0, 7] — [—1,1] je strogo padajuca bijekcija. Njena

inverzna funkcija je arccos : [—1,1] — [0, 7] definirana s arccos(z) =

cos ().
arccos
cos ‘[Om]
1 i
1 €
—1 1 ‘1 .

e Funkcija tg{<_7,r’g> : <_7”, §> — R je strogo rastucéa bijekcija. Njena in-

—-T T

verzna funkcija je arctg : R — (5F, 5) definirana s arctg(z) = tg~" ().

)39
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arctg
1 1

~1 1
1 1

e Funkcija ctg‘<0 o (0,m) — R je strogo padajuca bijekcija. Njena in-
verzna funkcija je arcctg : R — (0, ) definirana s arcctg(x) = ctg™'(x).

ctg‘ o arcctg

™

o 1
_1,,

4.6 Prirodno podrucje definicije funkcije

U uvodnom poglavlju naglaseno je da ako je realna funkcija realne varijable
f zadana analiticki, smatra se da je njena domena onaj podskup skupa R za
koji analiticki izraz ima smisla, tj. njena prirodna domena ili prirodno po-
drudje definicije je skup svih « € R za koje je f(z) realan broj. U prethodnom
poglavlju navedene su domene elementarnih funkcija. Ukoliko je funkcija f
dobivena kompozicijom elementarnih funkcija njeno prirodno podrucje defini-
cije dobije se koristeéi sljedeca pravila:

o Ako je f(x) = £4 onda je D(f) = {x € R|h(x) # 0} N D(g) N D(h).

Ako je f(z) = X/g(x) onda je D(f) = {z € R|g(x) = 0} N D(g).
Ako je f(z) =logg(x) onda je D(f) = {x € R|g(z) > 0} N D(g).

Ako je f(z) =tg(g(z)) ondaje D(f) = (R\ {(2k + 1)2|k € Z})ND(g).
Ako je f(z) = ctg(g(x)) onda je D(f) = (R\ {kx|k € Z}) N D(g).
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e Ako je f(x) = arcsin(g(z)) onda je D(f) = [-1,1] N D(g).
e Ako je f(z) = arccos(g(x)) onda je D(f) = [—1,1] N D(g).

Zadatak 4.6.1. Odredite prirodno podrucje definicije funkcije f:

() f(z) =/ 4 (22 + 2 — 6)
Rjesenje:
(a) f(z)=2%

x—27éx62:>x7é2
D(f) = (—00,2) U (2, +00)

(b) f(z) =va?+5
224+5>0
D(f)=R

(c) flz) =v—a?—-1

—22—-1>0=22< -1

D(f) =0
(d) fl@) = V=7 + o

—rx>0=2<0
242z>0=2> -2

D(f) = (=2,0]
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() J(@) = YT
23 —217-3r> 0=’ -2r—-3)>0=2(x+1)(x—3)>0

-0 -1 0 3 4+

X |[-|-|+]+
xtl|-|+]|+]+
-3 |- -1]-1]+

S Bl R e

r—4#0=>x#4
D(f)=[-1,0] U [3,4) U (4, +0o0)

(f) f(z) = log Z=5z22

22 =342 (z=1)(z—2)
z+1 > O = z+1 > O

-0 -1 1 2 4

x-1 | -| - |+ |+
xtl|-|+]|+]+
X2 [ -] - |-+

-+ -+

D(f)=(-1,1) U(2,+00)

(8) f(x) =+/In(1—ux)

In(l—z)>0="0 >l =1 g>1=2<0
l—z>0=z<1
D(f) = (—00,0]

D(f) = (=00,3) U(3,0)

() flx) = 22
" —e T A£0= e —1£0=e* #£1=In(e**)#£In(l) = 2x £0 =
x#0
D(f) =R\ {0}
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(j) Izraz pod korijenom mora biti vedi ili jednak 0:
(z+4)(z—3) > 0
11—z -
r+4=0=2=—-4
r—3=0=>2=3
l-z2=0=2=1

—o0 -4 1 3 +4o0

xt4 | - |+ |+ |+

X3 |- |-|-|+
Ix |+ |+ |- -
-]+ -

A = (—o0, —4] U (1, 3] Izraz koji se logaritmira mora biti strogo veéi od
0:
?+2—-6>0

r+3)(x—2)>0

-0 -3 2 40

xt3 | - |+ |+
x2 [ - -+
-

B = (—00, —3) U (2, +00)
D(f)=ANDB = (—o0,—4] U (2,3]

4.7 Limes funkcije

4.7.1 Limes funkcije u tocki

Ponekad je zanimljivo promatrati ponasanje funkcije u okolini neke tocke.
Ta tocka ne mora nuzno biti u domeni zadane funkcije. Stoviée, najcesce je
upravo najzanimljivije promatrati kako se funkcija ponaSa u okolini tocke u
kojoj nije definirana. U tu svrhu definira se pojam limesa funkcije u tocki.
Neka je f realna funkcija realne varijable i a € R. Kaze se da funkcija f ima
limes L u tocki a ako vrijedi da za svaki realni broj € > 0 postoji 0 > 0 takav
da za svaki x € D(f),z # a vrijedi ako je |z — a|] < § onda je |f(z) — L| < e.
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Drugim rje¢ima, koliko god malen ¢ > 0 izaberemo postoji neki o > 0 tako
da se sve tocke koje su 0 blizu tocke a preslikaju u e blizinu vrijednosti L.
Ako limes funkcije f u toc¢ki a postoji, on je jedinstven i oznac¢ava se

lim f(z).
Primjer 4.7.1. Promotrimo funkciju f(z) = "f:ll. Funkcija f nije definirana,

u to¢ki x = 1, ali za sve tocke z € R\ {1} vrijedi

Dakle, funkcija f se na okolini to¢ke x = 1 ponasa kao funkcija g(x) =z +1,
odnosno kad z tezi prema 1 funkcijska vrijednost f(x) tezi prema g(1) = 2.

Vrijedi lim 2= = 2.
z—1 T

Limes funkcije f u tocki a govori o ponasanju funkcije f kad se funkci-
jska vrijednost priblizava tocki a. Ukoliko se tocki a priblizava samo s jedne
strane, govori se o jednostranom limesu. Neka je f realna funkcija realne
varijable i @ € R. L je limes s desna funkcije f u toc¢ki a ako vrijedi da za
svaki realni broj € > 0 postoji 0 > 0 takav da za svaki z € D(f),x > a vrijedi:

ako je x —a < d onda je |f(x) — L| <€

Ako limes s desna funkcije f u tocki a postoji, on je jedinstven i oznacava se

lim f(x)

z—at

L je limes s lijeva funkcije f u tocki a ako vrijedi da za svaki realni broj € > 0
postoji § > 0 takav da za svaki x € D(f),z < a vrijedi:
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ako je a —x < d ondaje |f(x) — L| <€

Ako limes s lijeva funkcije f u tocki a postoji, on je jedinstven i oznacava se

lim f(x)

T—a~
Napomena 4.7.1. U gornjim definicijama limesa, te limesa s desna i s lijeva,
limes L je realan broj. Medutim, moguce je da kad funkcija tezi k nekoj tocki
x funkcijska vrijednost tezi u +o0 ili —occ.

Primjer 4.7.2. Promotrimo funkciju f(z) = —%-. Funkcija nije definirana

r—

1
u tocki z = 1. Kada x tezi u 1 s lijeva funkcijska vrijednost f(z) tezi k —oc.
Kad z tezi u 1 s desna funkcijska vrijednost f(x) tezi k +oc.

T —|1"

1T =

T

Neka jea € Ri Ly = lim f(z) i Ly = lim g(x). Za ra¢unanje limesa tada
r—a r—a

vrijede sljede¢a svojstva:

e limc=c

o lim (f(z) % g(x)) = lim f(x)  lim g(2) = L, & Ly
o lim (f(2)- g(x)) = lim f(x) - Imn g(z) = Ly - Ly

N

. - o\ Jm f@)
. AkOJGLQ%OOHd&JGiIL%(%) :m:%

r—ra

e limcf(x) =clim f(x)

Tr—a Tr—a

Za racun s oo vrijedi:

o ¢+ (£00) = (£o0) + ¢ =+o0,c € R
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o (—o0) —00=—00

o (+00) + (+00) = 400

¢ (£o0) = (+o0) - ¢ =Foo,c € R,ec >0

¢ (£o0) = (+o0) - c=Foo,c € R,c <0

° (—oo) . (—OO) = +00
e (+00): (400) = +00
o (00) - (+50) = —0

o (+00) - (—o0) = —o0
* =0
U nastavku se obraduje limes racionalne funkcije. Neka je f(x) = 5;(62)

racionalna funkcija. Pri racunanju limesa funkcije f u tocki a € R moze se
dogoditi jedna od tri sljedece situacije:

e Tocka a nije nultocka nazivnika @,,(x) funkcije f. U tom slucaju
funkcija f je dobro definirana u tocki a, pa je:

tin () = f() = )

Odnosno limes funkcije jednak je funkcijskoj vrijednosti u toj tocki.
Primjer 4.7.3. Odredite

)

lim
z—1 .+ 3

Tocka x = 1 nije nultocka nazivnika x + 3, pa vrijedi

o2 =2 12=-2 -1
lim = = —
=1 x+3 1+3 4

e Tocka a je nultocka brojnika P,(x) i nazivnika @Q,,(z) funkcije f. U
tom slucaju limes se racuna tako da se faktorizira brojnik i nazivnik
funckije f te se razlomak krati s (z — a).
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Primjer 4.7.4. Odredite

R
lim
x—0 1‘2

Toc¢ka 2 = 0 je nultocka brojnika z* —2? i nultocka nazivnika 22. Vrijedi

3 2 2
- 1
i T i T oy —0—1= -1

z—0 €T z—0 xQ z—0

Tocka a je nultocka nazivnika @Q,,(z), ali nije nultocka brojnika P,(z)
funkcije f. U tom slucaju, kada z tezi k a, f(z) = c];;((?)
realnog ne nul broja P,(x) i realnog broja Q.,,(z) ¢ija vrijednost tezi k
nuli. Kada se realni ne-nul broj dijeli s brojem koji je po apsolutnoj
vrijednosti jako blizu nuli, dobit ¢e se broj koji je po apsolutnoj vri-
jednosti jako velik. Predznak tog broja ovisit ¢e o predznaku P,(z) i
Qm(x). Opcenito, limes s lijeva i limes s desna ovakve funkcije mogu

biti razli¢iti. Dakle, u ovom slu¢aju ra¢unat ¢e se posebno lim f(z) i
T—a

je kvocijent

lim f(x) i vrijedit ¢e lim f(x) = +oo, lim f(z) = +oc.
z—a™t T—a~ z—a™t

Primjer 4.7.5. Odredite

.o —3
lim
x—1 1 — 1
Tocka x = 1 je nultocka nazivnika x — 1 i nije nultocka brojnika x — 3.
Posebno se racuna lim x:i’ i lim %
z—1- T z—1+ ¥
i r—3 1-3 —2 .
im = = —| =400
z—1-x — 1 1-—1 0

Pri racunanju lim tocki = prilazi s lijeva, dakle 1~ je broj koji tezi 1
z—1—
i malo je manji od 1. Ako se od takvog broja oduzme 1 dobit ce se

negativan broj koji tezi k 0. Taj broj oznacava se s 07. Ako se dijeli
negativan realan broj s negativnim realnim brojem koji tezi k nuli dobit
¢e se pozitivan broj koji tezi +oo.

L T —3 1-3 —2
im = =—| =-00
=1t x — 1 1t -1 0+

Pri rac¢unanju lim+ tocki x prilazi s desna, dakle 1 je broj koji tezi
z—1
1 i malo je veéi od 1. Ako se od takvog broja oduzme 1 dobit ¢e se

pozitivan broj koji tezi k 0. Taj broj oznacava se s 07~. Ako se dijeli
negativan realan broj s pozitivnim realnim brojem koji tezi k nuli dobit
¢e se negativan broj koji tezi —oo.
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Zadatak 4.7.1. Izracunajte limese:

: —x2 432
(a) ill}l} z2—4z+3

: 22 —8x+12
(b) iIL% 3 —4x24+4x

22 —8z+6

(c) lim =

z—0
RjeSenje:

s —x?43e—2 i —(@=2)(z=1) _ qi o o—a42 _ =142 _ 1 _ 1
(a) lim 25257 = lim =05y = lim 2557 = 5557 = 55 = —3
(b) Toc¢ka x = 2 je nultocka brojnika i nazivnika pa vrijedi

2 _ 12 — -2 —
lim%—lim(lﬁ 6)(x )zlim r—0

o2 3 — 422 +4x oo2 x(z — 2)2 a2 x(x — 2)

Sada je x = 2 nultocka nazivnika x(z — 2), ali nije nulto¢ka brojnika

x—6
| x—06 2—-6 4 n
im = = = 400
es2 2(z—2) |22 —2) 2-0
| x—06 2—6 —4
im = = = —00
e—2t z(x — 2) 22+ —-2) 2-0*
22 gy 2_g.
© iy 2 = s = 2=

4.7.2 Limes funkcije u beskonac¢nosti

Limes funkcije se moze promatrati i u +o0o0. Tada se promatra Cemu tezi
funkcijska vrijednost f(x) kad x tezi k £oo. Oznaka koja se koristi je

lim f(x)

T—r—00

kad se promatra limes kad x tezi u —oco, odnosno

!
G

kad se promatra limes kad x tezi u +oo.

Limes u beskonac¢nosti racionalne funkcije f(x) = 5”((?) racunat ¢e se tako
da se brojnik i nazivnik te funkcije podijele s najve¢om potencijom od x koja
se javlja u funkciji. Pri tom ra¢unu mogu se dogoditi sljedec¢i slucajevi:
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e Ako je stupanj polinoma u brojniku strogo veéi od stupnja polinoma u

nazivniku, odnosno n > m onda je

) P,(x) ) Apx™ + Q1" - az + ag
lim f(z)= lim = lim —
x—yF00 x—rF00 Qm (QJ) z—+o0 b, x™ + b ,1;Em_1 4+ -4 bix + by
an + Gy 11+ 4 a1t + G

= lim il =
:B—}:toobmnm—i_bml =+ +51F+box—n
= [§) =
0

Primjer 4.7.6. Odredite
. a2} —22% —x
lim
z—+o0 —3x2 + 2z — 1

Najveéa potencija od = koja se javlja u brojniku i nazivniku je z3.

y b — 222 — g1 I 1_5_%2 1
1m = IIm =
z—+00 302 4 O — 1L:x3 T—~400 —+ L —-3-0F4+2-0t-0*

1’5

Potrebno je odrediti predznak nazivnika kad x tezi k +00. Za x > 0
vrijedi:
-3

T

2 3 2 2
> - —->—&3r>28r> -
2 r  x? 3

Dakle, za dovoljno velike x, vrijedi da je prvi pribrojnik _x u sumi
_73 + m% — =5 po apsolutnoj vrijednosti veé¢i od drugog pribrojnika x%
Kako je predznak prvog pribrojnika kad = tezi k +oo negativan, a
predznak drugog pribrojnika kad z tezi k 400 pozitivan to njihova
suma ima negativan predznak. Treci pI‘lbI‘OJIllk takoder ima negatl—
van predznak kad x tezi k +o00. Odavde slijedi da suma 73 + xQ :

$3
tezi k 0~ kad = tezi k +00. To jest

3 =2 —x 1
im =|—| = -0
z—=too —3x2 4+ 20 — 1 0-

Ako je stupanj polinoma u brojniku strogo manji od stupnja polinoma
u nazivniku, odnosno n < m onda je

P,(x) . anT™ + ap_ 12" N+ -+ a4 ao
lim f(z)= lim = lim =
z—+o00 z—+00 Qm( ) z—+o00 b J,’m —+ bm 1J]m_1 —f- -4 bll’ + b()
. a ZL""L n + an 1 (n 1) + + al an 1 + aO an
= lim =
T—Fo0 bm + bm—l; + bl an m—1 + bO xm

[
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Primjer 4.7.7. Odredite

. dad — 222
lim —
z——00 —3xt +1

Najveéa potencija od z koja se javlja u brojniku i nazivniku je x*.

da® — 221" 1-2 19
g A2 u:{_}zo

T——00 —31‘4 + 1L:m4 T——00 -3

e Ako je stupanj polinoma u brojniku jednak stupnju polinoma u nazivniku,
odnosno n = m onda je

lim f(z) 1i Po() . a2+ ar+ag
1m r) = lm = —
x—>F00 z—+00 Qn(qj) z—+oo b,x™ + bn_lxn—l + -+ bz + by

. an+an—1%+"'+alxnl—1 +a0xin Qp

lim i - = =
z—rEoo bn+bn—1;+"'+b1xn—,1+bo b,

xn

Primjer 4.7.8. Odredite

. 4x? — 22+ 2
lim ——
z—=too  —2x2+1

Najveéa potencija od = koja se javlja u brojniku i nazivniku je 2.

lim —— = lim —F—* =
T—+00 _21.2 + 1L$ T—+oo —2 4+ =

422 — 2+ 21 4-5#%_[4}_ )
9l

Zadatak 4.7.2. Zadan je graf funkcije f. Odredite lirf f(z), lim f(x),
T—r+00

T——00

Ly 5
4 =2 | A4 6 s
—] :
________ O
9 E
3| :
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RjeSenje:

s T =1
tim_ f(z) = 1
Jm fle) = —oo
i S(0) = o
lim f(z) =0

4.8 Asimptote funkcije

Pri analizi kompliciranih funkcija korisno je funkciju aproksimirati nekom
jednostavnijom funkcijom. Jedna od najjednostavnijih realnih funkcija je lin-
earna funkcija ¢iji je graf pravac. Asimptota je pravac kojem se graf funkcije
f(x) priblizava kad  tezi u +oo ili u neku toc¢ku koja se ne nalazi u domeni
funkcije. Te toc¢ke leze na rubovima domene funkcije. Asimptote se mogu
podijeliti na horizontalne, vertikalne i kose asimptote.

4.8.1 Horizontalna asimptota

Pravac y = yo, yo € R je horizontalna asimptota funkcije f s lijeve strane
ako je

lim f(z) = yo

T—r—00

odnosno horizontalna asimptota funkcije f s desne strane ako je

lim f(z) = yo

T—+00

Napomena 4.8.1. Funkcija sa svake strane moze imati najvise jednu hori-
zontalnu asimptotu.

Zadatak 4.8.1. Odredite horizontalne asimptote funkcije f(z) = arctg(zx)
¢iji je graf zadan na slici.
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Rjesenje:
Pravac y = 7 je desna, a pravac y = = lijeva horizontalna asimptota funkcije

f(x) = arctg(x).
Zadatak 4.8.2. Odredite horizontalne asimptote sljede¢ih funkcija

(a) flx) = izt

62 —2x

flz) =24

fl@) =5

flo) = =5

RjeSenje:

(a)

(b)

2 L:2?
z+oo 6x2—2zL° T e
Dakle, pravac y = % je horizontalna asimptota funkcije f s obje strane.

e = [ = 4

. Lz . 141
lim 8= = lim — =[] =1
T—too T—1 z—too 13 0

Dakle, pravac y = 1 je horizontalna asimptota funkcije f s obje strane.

2
. 22l R I
x1—1>1:&I—100 z43l=? T ml—1>I-Eloo %—i_z% B [0+] oo
2|_::):'2
lim = = lim 5 =[L] = —o0.
z——c0 a+3le” T——00 %JFI% [0 ]

Funkcija nema horizontalnih asimptota.

8|~

1

p—1L? i = 0-0 0
— 1m Im — [ = = = O

2y too z241L7° z—+00 1‘*‘,%2 [H'O} 1

Dakle, pravac y = 0 je horizontalna asimptota funkcije f s obje strane.
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4.8.2 Vertikalna asimptota

Pravac © = xy je vertikalna asimptota funkcije f u tocki zo € R s lijeve
strane ako je

lim f(z) =400

=T
ili

lim f(z) = —o0

=Ty
Pravac © = z( je vertikalna asimptota funkcije f u toc¢ki zo € R s desne
strane ako je

lim f(z) =400

x%xg
ili

lim f(x) = -0

$*>CE(4)‘F
Ako je f(z) = Z(—g onda su kandidati za vertikalne asimptote pravei okomiti
na os y koje proﬁaze nultoc¢kama funkcije g.

Zadatak 4.8.3. Odredite vertikalne asimptote funkcije f(z) = %= ¢iji je
graf zadan na slici.
i 20
<4 =3 2 4
.
RjeSenje:
Pravaci z = —3 i x = 2 su vertikalne asimptote funkcije f(z) = "—.

Zadatak 4.8.4. Odredite vertikalne asimptote sljede¢ih funkcija

2
(a) f(z) = &=

(b) f(z) = <=2zt
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RjeSenje:

(a) 2 +42+3=0=12,=—1,10= -3

?+3x+2 . (z4+1)(z+2) r+2 [-1+2] 1
m ————F—— 11m = ]1m e = —
5122+ 4 +3 o1 (v +1)(x+3) zo-12+3 -1+3 2
P43z +2 . (x4 1)(x+2) r+2 [-1
lim ———— lim im =|—|=—-
e—3+ 12+ 4 +3 a3t (x+1)(z+3) a3tz +3 0+
2?4 3r+2 (z+1)(x+2) . z+2 [-1
lim ——— im —| = +00
oo3- 22 4 4T + 3 oo (x+1D)(x+3) 253-ax+3 |0
Pravac = —3 je vertikalna asimptota funkcije f. Pravac x = —1 nije

vertikalna asimptota funkcije f.
(byz—1=0=z=1
22 1 —1)2
T ke S MO C e G MR B S
rz—1 xr—1 z—1 (I — 1) z—1
Funkcija nema vertikalnih asimptota.

(c) 22=0=2=0

li L =+
xlg(llﬁ_ 0+ e

Pravac x = 0 je vertikalna asimptota funkcije f.

4.8.3 Kosa asimptota

Pravac y = kx +1, k,l € R, k # 0 je kosa asimptota funkcije f s lijeve strane
ako je
lim L% — ki lim (f(2) — kx) =1,

T—r—00 T—r—00

odnosno kosa asimptota funkcije f s desne strane ako je

: f@) .5 1 _
Napomena 4.8.2. Ako funkcija ima horizontalnu asimptotu s jedne strane,
onda ne moze imati kosu asimptotu s te strane. Vrijedi i obrat, ako funkcija
ima kosu asimptotu s jedne strane, onda na toj strani ne moze imati hori-
zontalnu asimptotu. Funkcija moze imati najvise dvije kose asimptote, po
jednu sa svake strane.
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Zadatak 4.8.5. Odredite kose asimptote funkcije f(z) = £ &ji je graf

zadan na slici.

RjesSenje:
Pravac y = x je kosa asimptota funkcije f(z) = 2L,

Zadatak 4.8.6. Odredite kose asimptote sljede¢ih funkcija

Rjesenje:
(a)
2—2a2 2l 2
= 2—2 = =2 0—2
k= lim —2— = lim I 5 lim £ = =
2 — 222 2 — 222 + 222 1
l:lim( x—i—x)zlim TS im S
T—00 €T T—00 2$‘ T—00 U
2—2¢:2

Pravac y = —x je kosa asimptota funkcije f(z) = =5=.
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e B Y e P
k= lim = lim A
T—$00 T T—00 212 l’Lx
2-24+ 1 2—0+0
= lim T = -
. 222 — 2z + 1 . 2P —2rx+1-22%+x
[=lm |—— —2 ) = lim -
= lim —— = lim = 9
) . .. z2—2x
Pravac y =  — % je kosa asimptota funkcije f(z) = 222225

4.9 Derivacija funkcije

Povijesno su dva po prirodi razli¢ita problema bila glavna motivacija za
razvoj diferencijalnog rac¢una. Jedan od njih je fizikalni problem nalazenja
trenutne brzine. RjeSavanjem tog problema bavio se Isaac Newton!. Neka
je s(t),t > 0, funkcija puta tocke u vremenskom intervalu [0,¢]. Prosje¢na
brzina te tocke u vremenskom intervalu [to, ] definira se kao:

s(t) — s(to)
t—to
Pitanje je kako definirati trenutnu brzinu u trenutnku ¢,. Ukoliko se smanjuje

interval [to,t] prosje¢na brzina na intervalu postaje sve sli¢nija trenutnoj
brzini. Odnosno, problem se mozZe rjesiti promatranjem limesa

fan S0 = 5(t0).
t—to t— 1o

E(to, t) -

ako taj limes postoji. Drugi problem koji je doveo do izuma diferencijalnog
racuna je problem nalazenja tangente na graf funkcije f u nekoj tocki xg.
Tim problemom bavio se Gottfried Wilhelm Leibniz?. Sekanta je pravac koji
sije¢e graf funkcije u dvije tocke. Koeficijent smjera sekante funkcije koja
prolazi kroz tocke zy i  dan je s:

f(@) — (o)

r — X9

ks =

Tsaac Newton, (Woolsthorpe, 25. prosinca 1642. — Kensington, 20. ozujka 1727.),
engleski fiziCar, matematicar i astronom.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (Leipzig, 1. srpnja 1646. — Hannover, 14. studenog 1716.),
njemacki filozof, matematicar, fizicar i diplomat.
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Tangenta u tocki xq je pravac koji graf funkcije dodiruje u tocki xy. Ukoliko
se smanjuje udaljenost izmedu tocaka x i xq sekanta koja prolazi kroz z i xg
postaje sve sli¢nija tangenti u z¢. Dakle, koeficijent smjera tangente moze se
dobiti promatrajué¢i limes

o 20 = I o)
T—T0 r — T

ako taj limes postoji.

4.9.1 Definicija derivacije funkcije

Neka je funkcija f definirana na intervalu I C R i xy € I. Kaze se da je
funkcija f derivabilna ili diferencijabilna u tocki xy ako postoji

oo @) = flwo)

T— 0 T — o

Tada se vrijednost lim %ﬁ:éxo) oznacava s f’(xg) 1 zove derivacija funkcije
Tr—T0

f u tocki xy. Ako je funkcija f derivabilna u svakoj tocki z € I onda je do-
bro definirana funkcija koja svakom x € I pridruzuje derivaciju f’(z). Takva
funkcija oznacava se s f’ i zove derivacija funkcije f. U praksi derivacije
funkcija ne traze se po definiciji, ve¢ se koristi tablica ve¢ unaprijed izracu-
natih derivacija i pravila deriviranja.
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4.9.2 Tablica derivacija

e /=0,ceR

"=nz" L neZ

)
) =ar* ' aeR x>0

4.9.3 Pravila deriviranja
o (f(z) £g(2) = f'(x) £ g'(x)

o (f(x)-g(x)) = f'(x)g(z) + f(z)g (x)
(4) = Ll ga g(a) #0
(e f(x)) =c- f(2)
(fog)(x)=(f(9(x))) = ['(9(x)) - g'(x)
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Derivacija zbroja i razlike
Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable i ¢ € R konstanta.
Tada vrijedi:

o (f(z)£9(x)) = f'(x) £ g'(x)
o (¢ f(x)) =c- ['(z)
Zadatak 4.9.1. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(z) =

(b) f(z)=xz+3

(¢) f(z) =sinz — cosz
(d) f(z) =4z

(e) f(z) =223 — 6x +2
() fz) = Va®

(8) flz)=Vad+2yx
(h) f(z) = 5e”

i) fl) =1

(§) f(z) =logsx

(k) f(z) =4-5°
RjeSenje:

(a) (f(z)) =5 =0
(b) (f(2)) =(r+3) =2"+3 =1+0=1

(c) (f(x)) = (sinx — cosz) = (sinz) — (cosz) = cosx — (—sinz) =
COST + sInx

(@) (f@)) = (422) = 422 =4 2277 = 8a
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() (f(2)) = (loggz) = 7

(k) (f(2)) = (4-57Y =4-5°Iu>5

Derivacija umnoska
Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable. Tada za derivaciju

umnoika f - g vrijedi:
(f(z) - g(x))" = f'(2)g(z) + f(z)g'(x).

Zadatak 4.9.2. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(z) == sinx

(b) f(z)=2% Inz

(¢) f(z)=(z+3)-(2*+1)

(d) f(z)=+/x-cosx

(e) f(x)=(1+2?) - arctgz
Rjesenje:

(a)

(f(z)) = (x-sinz) =2'sinz + z(sinz) =1 -sinz + rcosz =

=sinx + xcoszx

(f(2)) = (2*Inz) = (2*) Inz +2°(Inz) = 32  Inz + x?’i =

= 32%Inz + 22
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(c)
(f(2)) = ((z+3)(2* +1)) =

= (@ +3) (@ + 1)+ (z+3)(@* + 1) =
=(1+0)(2* +1)+ (z+3)(2r +0) =
=22 + 1+ 22+ 62 =32+ 62+ 1

(d)

(f(x)) = (Vzcosz) = (vVz) cosz + x(cosz) = NG xsin x
(e)

(f(x)) = ((1 +2®)arctgz) =
=(1+ a:Q)/arctgx +(1+=x )(arctg:p)’ _

1
:2x~arctgx—|—1+x

=2z -arctgr + 1
+ a2

Derivacija kvocijenta
Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable i neka je g(x) # 0
za svaki x iz domene funkcija. Tada za derivaciju kvocijenta § vrijedi:

<m ) _ [@)e(@) — fa)g (@)

o) )
Zadatak 4.9.3. Odredite derivacije sljedecih funkcija:
(a) flo) =25
(b) f(a) = e
(©) () = e
(@) f(o) = 222
(€) () = <21
Rjesenje:
(2
)y = (Sqy - A Do se e D

C 2z(x+1)—2*(140)  22*42x—2° 2*+2u

(x4 1)2 (41?2 (z41)?
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(f(z)) = (h;x), _ (lnx)'xq;lna:(x)’ _ %x ;21nx _ 1 _xinx
(c)
(f(x)) = (sizmy _ (sinx) x;sinx(x) _ xcosxx; sin x

22 22 ' T — (22 -V 2z _96224;1
(@) = f;)’:( +1)'Vz x( + D)) _ fx V _

2z _31‘2—1

T 2x\/x

e’ +1 (e +1)(e*—1)—(e" +1)(e* = 1) _

(F@)y = (S 2y = "
_ e“(e" —1) — (e* +1)e” _
(=1

R
@17 (e-1p

Derivacija kompozicije
Neka su f i g derivabilne realne funkcije realne varijable takve da je fog
dobro definirana funkcija. Za derivaciju kompozicije f o g vrijedi:

(fog)(z)=(f(9(x))) = fg(x)) g'(x)
Zadatak 4.9.4. Odredite derivacije sljede¢ih funkcija:
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) f(x)=+v3x+3

Rjesenje:
(a)

(f(z)) = (sin(z?))" = cos(z?®) - (z*)" = cos(z?®) - 32* = 32* cos(z?)

(b)
(f(z)) = ((sinz)®) = 3(sinz)? - (sinx)’ = 3(sinz)? - cos x

(2 + 20+ 1) =42+ 22+ 1)P*(@* + 20 +1) =
= 4(2* + 22 + 1)*(22 + 2)

(f (=)’

(F(2)) = (VBr3) = (324 3)3) = %(31« +3) 334 3) =

1 1
T3 3 . YGETap

4.9.4 Derivacije viSeg reda

Deriviranjem funkcije dobije se nova funkcija, pa ukoliko je derivacija f’
funkcije f derivabilna moZe se promatrati derivacija derivacije f’. Takva
funkcija, u oznaci f” naziva se derivacija drugog reda ili druga derivacija
funkcije f. Dakle, za drugu derivaciju f” vrijedi:

f(@) = (f'(2))"

Analogno, ako je definirana i derivabilna derivacija reda n—1 f*~1), derivacija
reda n f(™ definira se kao derivacija derivacije reda n — 1, to jest vrijedi:

FO () = (fVY
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Zadatak 4.9.5. Odredite druge derivacije sljede¢ih funkcija:

(a) f(x) =sinz

(b) f(z)=2>+3z+1
(c) flz)=e"

(d) flz) ==

(e) f(z)=(2z+3)°

(f(x))" = (sinz)” = (cosz) = —sinx

)

(b) (f(x)" =@*+3z+1)"=Q2x+3) =2

() (f(x)" = (") = (e 2z) = " 22 + € - 2 = e* (20 + 2)
)

(d
R e R e e
()= (Y == 2

(22 +3)%)" = (3((2z + 3)* - 2)) = (6(2z + 3)%) =
=12(2z + 3) - 2 = 24(2x + 3) = 48z + 72

4.9.5 Primjena derivacije

U uvodu poglavlja o derivacijama razmatrala se primjena derivacije na prob-
lem racunanja trenutne brzine i problem racunanja koeficijenta tangente
na graf funkcije. U ovom poglavlju navodimo jo§ tri primjene derivacija
u matematici.

Racunanje limesa
Ako se prilikom trazenja limesa funkcije dane formulom pri formalnoj zamjeni
varijable s brojem prema kojem x dobiju izrazi oblika

0 :1; o©
011100
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nije moguce odrediti je li dobiveni rezultat realan broj. U takvim situacijama,
ako su funkcije u brojniku i nazivniku kvocijenta derivabilne moze se koristiti
L’Hospitalovo pravilo. Ako su f i g derivabilne funkcije za koje vrijedi
lim f(z) =01 lim g(x) =0ili lim f(z) =o0i lim g(z) = oo onda vrijedi:
T—I0 T—T0 —T0 T—rT0
/
lim _f(x) = lim / ($)
wa gla) e g (@)

Napomena 4.9.1. Gornje pravilo vrijedi i u slucaju kad x tezi k oo.

Primjer 4.9.1. Odredite
. 22243
lim
o0 12 — 1

Kad z teZi k oo onda 222 + 3 i 22 — 1 teZe k oo, pa imamo neodreden oblik
2. Iz I’Hospitalovog pravila slijedi:

222 + 3 222 + 3) 4zx) 4
fim 223 gy S U
T—00 ZE2 — 1 T—00 (:L‘2 —_ 1)/ T—00 (21})/ T—00 2
Primjer 4.9.2. Odredite
.t +2r+41
im ——
a——1 122 + 31 + 2
x = —1 je nultocka brojnika i nazivnika, pa imamo neodreden oblik %. Iz
L’Hospitalovog pravila slijedi:
?+2+1 (2P 420+1) . 2z+2 0

m ———— = lim ——m—= im ==
e—>-1224+3x+2 a--1(224+3x+2) +—-1204+3 1
Monotonost i ekstremi funkcije
Ako je funkcija f derivabilna moze se koristiti derivacija funkcije kako bi
se odredili intervali monotonosti i ekstremi funkcije. Naime, vrijedi da je
derivabilna funkcija:

e strogo rastu¢a na intervalu I C R ako i samo ako je f'(z) > 0 za svaki
rel,

e strogo padajuca na intervalu I C R ako i samo ako je f'(x) < 0 za
svaki x € I.

Dakle, za odredivanje intervala rasta i pada derivabilne funkcije f potrebno
je najprije na¢i njenu derivaciju f’ i zatim rijesiti nejednadzbu f'(x) > 0.
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e Rjesenje nejednadzbe f'(x) > 0 je interval rasta funkcije f.
e RjeSenje nejednandzbe f'(x) < 0 je interval pada funkcije f.

Tocke za koje vrijedi f'(x) = 0 zovu se stacionarne toc¢ke. Ako deriv-
abilna funkcija f ima lokalni ekstrem u toc¢ki xy onda je f'(xy) = 0. To jest,
svaki lokalni ekstrem derivabilne funkcije f je ujedno i stacionarna tocka.
Medutim, obrat ne vrijedi. Postoje stacionarne tocke koje nisu lokalni ek-
stremi. Kako bismo provjerili da je stacionarna tocka ekstrem koristi se druga
derivacija. Ako je funkcija dvostruko derivabilna i u stacionarnoj tocki x vri-
jedi:

e f”(x) > 0 onda je z lokalni minimum.

e f”(x) <0 onda je z lokalni maksimum.

Zadatak 4.9.6. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije
f.

1
f(x) = §x3—9x+8

RjeSenje:
Vrijedi f/'(x) = 2* — 9. Kako bi se odredili intervale monotonosti funkcije f
potrebno je rijesiti nejednadzbu f’(z) > 0.

2 —9>0=(z—-3)(z+3)>0

-0 -3 3 H4o©

x-3 | - |- |+
xt3 | - | + |+
'x) |+ |- |+

Funkcija raste na intervalu (—oo, —3) U (3, +00). Funkcija pada na inter-
valu (—3, 3).

Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne tocke funkcije f. Sta-
cionarne tocke se dobiju rjeSavajuci jednadzbu f'(z) = 0.

22 —9=0= 21,29 =43
Za odredivanje jesu li z1 i x5 lokalni ekstremi potrebno je nac¢i drugu derivaciju
f" funkcije f.
f(x) =2«

f'(=3)=2-(-3)=—-6 < 0= M(—3,f(—3)) = (—3,26) je lokalni maksi-
mum.
f'(3)=2-3=6>0=m(3, f(3)) = (2,—10) je lokalni minimum.
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Konveksnost i konkavnost funkcije

Ako je funkcija f dva puta derivabilna na intervalu I C R onda se pomocu
predznaka druge derivacije odreduju intervali konveksnosti i konkavnosti funkcije
f. Vrijedi da je dva put derivabilna funkcija f:

e konveksna na I ako i samo ako je f”(z) > 0 za svaki z € I,
e konkavna na [ ako i samo ako je f”(z) < 0 za svaki x € I.
Toc¢ka u kojoj je f”(x) = 0 nazivamo toc€ka infleksije.
Zadatak 4.9.7. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti, te tocke in-
fleksije funkcije f(x) = 3.
Rjesenje:
f"(z) = (x*)" = (32?)" = 6x. Rjesenje nejednadzbe f”(x) > 0:
6x > 0= x> 0.

Funkcija je konkavna na intervalu (—oo, 0) i konveksna na intervalu (0, 400).
x = 0 je tocka infleksije.

4.10 Skiciranje grafa funkcije

Graf funkcije f : X — Y, XY C R je skup svih tocaka (z, f(x)) gdje je
x € X = D(f). Za skiciranje graf funkcije f potrebno je odrediti:

e Domenu funkcije f
e Sjecista funkcije f s koordinatnim osima:

— Sjeciste s x-osi su nultocke funkcije f koje se odreduju rjeSavanjem
jednadzbe f(x) =0

— Sjeciste s y-osi je f(0)
e Asimptote funkcije f.
e Intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije f

Napomena 4.10.1. Za jos precizniji graficki prikaz funkcije moze se provesti
analiza konkavnosti i konveksnosti te parnosti funkcije.

Primjer 4.10.1. Skicirajte graf funkcije f(x) = 23 + 322

e Domena funkcije f je cijeli skup R.
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e Sjecidta s x-osi odreduju se rjesavanjem jednadzbe 23 + 322 = 0.

23 +32%7 =0

7} (x+3) =0
12 =0
T3 =—3

Sjeciste s y-osi je tocka (0, £(0)) = (0,0 + 3-0%) = (0,0).

e lim 2% + 322 = co = horizontalna asimptota ne postoji.
T—r 00

Vertikalna asimptota ne postoji jer je lim f(x) = f(a) za svaku tocku
r—a
domene a € R = D(f).

lim {2 = lim 2432° — Jim 2247 = 0o = kosa asimptota ne postoji.

z—o0o0 L T—00 T—00

e Intervali monotonosti odreduju se rjesavajuéi nejednadzbu f'(x) > 0.
f'(x) =32* + 62 = 3z(x+2) > 0.

-0 -2 0 4o

3 | - |- |+
X+2 | - |+ ]+
f'x) [+ |- |+

Funkcija raste na intervalu (—oo, —2) U (0, +00).

Funkcija pada na intervalu (—2,0).

Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne tocke, r1 = 0,25 = —2.
Pomocu druge derivacije odreduje se radi li se o lokalnom minimumu
ili maksimumu

f"(z) = (32* + 62)' = 62 + 6
f'(0)=6-0+6=6>0= (0, f(0)) = (0,0) je lokalni minimum.

f'(=2) =6-(-2)+6 = —6 < 0= (-2, f(—2)) = (0,4) je lokalni
maksimum.

Graf funkcije f:
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4 J3 —2 1 1 2

—2

Primjer 4.10.2. Skicirajte graf funkcije f(z) = .

e Domena funkcije f je R\ {—2,2} jer su 212 = %2 nultoc¢ke nazivnika
22 —4=(x—2)(x+2).

e Funkcija f ne sjece z-os jer jednadzba — 4 = 0 nema rjesSenja.
Sjeciste s y-osi je tocka (0, f(0)) = (0, 57—) = (0, —1).

e lim ﬁ = 0 = Pravac y = 0 je (lijeva i desna) horizontalna asimp-
fota.
Vertikalne asimptote traze se u nultockama nazivnika funkcije f, 19 =
+2:
lim 1 = 4 = 400
a——2- 12 — 4 _0+_
li L[4 2
ooz 72 — 4 _0_*_ -
lim 1 = i = —0
es2- 22 —4 07
lim 1 = i = 400
em2t 2 —4 | 0T |
Pravci x = —2 1 © = 2 su vertikalne asimptote.

Kosih asimptota nema jer postoji horizontalna asimptota.

e Intervali monotonosti odreduju se rjesavajuéi nejednadzbu f’(z) > 0.
@) = () = (a2 — 4)71) = At — 1) 20 = g > 0
(2 — 4)? je vece od 0 za svaki x # +2, pa je

f(z) >0 —8r>0,x £#+2 & 2 < 0,1 # +2
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Funkcija raste na intervalu (—oo, —2) U (=2, 0).

Funkcija pada na intervalu (0,2) U (2, +00).

Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne tocke to jest, nultocke
f(z) = (x;%)g to jest x = 0. Kako bi odredili radi li se o lokalnom
minimumu ili maksimumu trazi se

y 8z, =8((2* = 4)?) — (=8)(2(2* — 4) - 22)
f (UE) <(3:2 _ 4)2) (x2 _ 4)4
_ 8(x? — 4)(—(x* — 4) + 42?) _
@ 1
_ 8(—a?+4+42%)  8(32* +4)
(9622 —4)3 (22 — 4)
£/(0) = 8((?(’)2 v Z);Q _ 5’624 — _0.5<0= (0, f(0)) = (0,1)

je lokalni maksimum.

Graf funkcije f:

v

Primjer 4.10.3. Skicirajte graf funkcije f(z) = -&

21"

e Domena funkcije f je R\ {—1,1} jer su z72 = %1 nultocke nazivnika
2 —1=(z—1)(x+1).

e SjeciSta s z-osi odredujemo rjeSavanjem jednadzbe xg—il =0= 2=
0=2=0.
.. .. 2
Sjeciste s y-osi je tocka (0, £(0)) = (0, 020—_1) = (0,0).
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R . 1 1
lim ——— = lim - = =1

Pravac y = 1 je (lijeva i desna) horizontalna asimptota.
Vertikalne asimptote traze se u nultockama nazivnika funkcije f,

T2 = *£1:
lim v = L = +0o0
as—1- 122 —1 _0+_
lim v = i = —0
z—1+ 2 — 1 _0__
lim v’ = i = —0
es1- 22 =1 [07]
lim v = i = 400
a1t 22 —1 0]
Pravci x = —1 1 z = 1 su vertikalne asimptote.

Kosih asimptota nema jer postoji horizontalna asimptota.

e Intervali monotonosti odreduju se rjeSavaju¢i nejednadzbu f'(x) > 0.
x? 2z(z%2—1)—z2 22 223 —2x—2a3 —2
f/(.??) = ($2_1)/ = 2 (m2_)1)2 = @2—1)2 (@2-1)?2 >0

(22 — 1)? je vece od 0 za svaki x # +1, pa je

flx) >0 2x>0,r 4+l <0,z #+1

Funkcija raste na intervalu (—oo, —1) U (—1,0).

Funkcija pada na intervalu (0, 1) U (1, +00).

Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne tocke to jest, nultocke
f(z) = ﬁ to jest x = 0. Kako bi odredili radi i se o lokalnom
minimumu ili maksimumu trazi se

" —2x ., —2((x*—=1)?) — (=22)(2(z* - 1) - 22)
f"(x) ((xQ — 1)2> (22 — 1)
_ (> —1)(—2(z® — 1) +82%)
@2 - 1)
=22 4+24827 62742
GEo1F @Eoip
60242 2

1"(0) =—2<0=(0,/(0)) = (0,0)

“@-
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je lokalni maksimum.

Graf funkcije f:

Primjer 4.10.4. Skicirajte graf funkcije f(z) = 3;2:11.

e Domena funkcije f je R\{—\/Tg, \/Tg} jersumy o = :I:‘/Tg nultocke nazivnika

372 — 1 = (V32 — 1)(v/3z + 1).

e SjeciSta s x-osi odreduju se rjeSavanjem jednadzbe
23

_ 3 _ _

Sjeciste s y-osi je tocka (0, £(0)) = (0, =%—) = (0,0).

» 3.02-1

Horizontalna asimptota ne postoji.
Vertikalne asimptote traze se u nulto¢kama nazivnika funkcije f,
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ILQ = :i:\/?g
3 [_l'
lim = |3 =-
s 3 32 —1 0t |
3 _17
1 = |2 =+
o §+3x2—1 [O_
T { 5 |
im = |=| = -0
LT 32 -1 0~ |
3 17
st 322 — 1 {0+_ oo
3
Pravci x = _\/Tg ix= ‘/?5 su vertikalne asimptote.
Z‘S Z.’ES
k= lim 2221 — lim ’ = lim 2! = 1 -
r—o0o I z—00 313 — 1 z—00 33 :Lal.z 33— 1
1‘2
1 1
- {m} "3

Pravac y = x je (lijeva i desna) kosa asimptota.

e Intervali monotonosti odreduju se rjesavajuéi nejednadzbu f'(z) > 0.

3 2 2 3
o, ,  3r°(32° —1) —a° -6z
F@) =5m=) = (322 — 1)2

9zt — 32 — 62t 3zt — 32

(322 —1)2 (322 —-1)2

3x2(x? -1
_ 3@ -1

(322 —1)2
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% je veée od 0 za svaki z # j:?‘g, pa je

f/(f’“”)>0<:’~”62—1—(ﬂc—l)(acjtl)>o,acyéi\/7g

-0 -1 1 4o

X1 [ - -+
x+1 | - |+ ]+
f'(x) [+ |- |+

Funkcija raste na intervalu (—oo, —1) U (1, 4-00).
Funkcija pada na intervalu <—1, —‘/?3> U <—*/?g, \/T§> U <*/?§, 1>.
Kandidati za lokalne ekstreme su stacionarne tocke to jest, nultocke
f(x) = 3(21(5_2;)12) to jest x12 = £1,23 = 0. Kako bi odredili radi li se o
lokalnom minimumu ili maksimumu trazi se
3 241
fie) = (333;;— 7= ?gg _+1)2

Fr(=1) = SCUEDHD _ —12 15 0= (=1, f(1)) = (—1, —0.5)

B(=1)2-1)? 8
je lokalni maksimum.

fra) =805 — 12 g5 5 0= (1, £(1)) = (1,0.5) je lokalni mini-

= B12-1)3
mum.
7 _6:0(02+1) _ . - o o
17(0) = B0 — 0. Prva derivacija u toc¢ki 0 ne mijenja predznak , pa

je 0 stacionarna tocka koja nije lokalni minimum ni lokalni maksimum.

Graf funkcije f:
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Primjer 4.10.5. Skicirajte graf funkcije f(z) 2

— 21

e Domena funkcije f je R\ {—1,1} jer su 212 = £1 nultoc¢ke nazivnika
> —1=(x—-1)(z+1).

e SjeciSta s x-osi odreduju se rjeSavanjem jednadzbe

xS

_ 3 _ _
$2_1—O:>[L' =0=x2=0

Sjeciste s y-osi je tocka (0, f(0)) = (0, %) = (0,0).

3
— 2 _ L= —00 = — —=¢
T—=00 1 a:oox

Horizontalna asimptota ne postoji.
Vertikalne asimptote traze se u nultockama nazivnika funkcije f,

T2 = +1:
A
@ 3
lim 5 =|=| =—-0
am-1-x%—1 |01 ]
-
Lo £
lim 5 = || =400
-1+ 22 — 1 _0__
-1 A
ot 3
lim 5 =|=| =—
a—1- 2 —1 |07 ]
S
lim — 8| = ¢
im =|=| =400
1+ 12 — 1 _O+_
Pravci x = —1 1 x = 1 su vertikalne asimptote.
$3 3
. 27 . T
k= lim ©“— = lim =
T00 I o0 3 — 1
3
23" 1 1
= lim — = — = =1

2 —1 z—oo 12 —1
[:2? 1 0
— lim —2 — = lim —— = =0
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Pravac y = x je (lijeva i desna) kosa asimptota.

e Intervali monotonosti odreduju se rjesavajuéi nejednadzbu f'(x) > 0.

3 2?(2? — 3)

1) = () = iy

>0

ﬁ je vece od 0 za svaki x # £1, pa je

fl(x) >0 2> =3=(z—V3)(x++3) >0,z #+1

—00 —V3 V3 +4oo

c—V3|-]-[+
s—V3|-[+[+
f'(x) [ +]- ]+

Funkcija raste na intervalu <—oo, —\/§> U <—\/§, +oo>.
Funkcija pada na intervalu <—\/§, —1> u(-1,1)u <1, \/§>
Kandidatl za lokalne ekstreme su stacionarne tocke to jest, nultocke

f(z) = ( (a7 1)3) to jest 219 = +v/3, 23 = 0. Kako bi odredili radi i se
o lokalnom minimumu ili maksimumu trazi se

z?(x? — 3) 2z (2% + 3)

) = (22 —1)2 )= (x2 —1)3

— —_ 3)2 _—
FVB) = BEEEAR = S = 15 <0 5 (V3. f(-VD)) =

(\/_, 3‘[)36 lokalni maksimum.
f'(V3) = 2{&(3\)2/_)1;3) = 128 5 0 = (V3,f(V3) = (V3,22) je

lokalni minimum.
17(0) = 2(820 Sf) = 0. Prva derivacija u toc¢ki 0 ne mijenja predznak , pa

je 0 stacionarna tocka koja nije lokalni minimum ni lokalni maksimum.

Graf funkcije f:
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4.11 Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.11.1. Jesu li sljedeée funkcije injekcije?

(a) f(x)=a®—at

(b) fz) =3=

(c) f(x) =sinz

(d) f(z) =In(z?)

() f(z) = (Inx)®

(f) fl@) =5

(a) f(z) = 22 — 2 nije injekcija jer je, naprimjer, f(1) = 12 — 14 = 0 =
(=12 = (=1 = f(=D).

(b) Neka su 1,29 € R\ {3} proizvoljni elementi domene funkcije f. Pret-
postavimo da vrijedi f(z1) = f(z2). 1z toga slijedi:

f(z1) = f(z2)

2—1‘1_2—1’2

3—x1 33—y
(2=21)(3—22) = (3—21)(2 — 22)
6 —3r1 — 2x9 + 129 = 6 — 325 — 221 + T2
—3r] — 209 = —3x9 — 214
—I1 = —T2

Tr1 = To
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Dakle, funkcija f je injekcija.

(¢) f(z) = sinx nije injekcija jer je, naprimjer, f(0) =sin0 = 0 = sin 27 =
(2m).
(x) = ( 2) nije injekcija jer je, naprimjer, f(1) = In(1?) = Inl =

—In1=In(~1)* = f(-1)

(e) D(f) = (0,400) jer je domena prirodnog logaritma (0,+o00). Neka
su 1,z € (0,400) proizvoljni elementi domene funkcije f. Pret-
postavimo da vrijedi f(z1) = f(x2). Iz toga slijedi:

f(@1) = f(22)
(Inz1)* = (Inzy)?
(Inx1)* — (In2y)* =0

(Inzy —Inzs)(Inzy +Inxg) =0

~~

(d)

OK&

Dakle, ili je Inz; — Inxy = 0 pa je Inxy = Inxy, odnosno x; = x5 ili je

Inzy +Inzy =0
In(zy - 29) =0
In(zy - 29) =1Inl

T+ Ty = 1
ry = —

X2

Dakle za, naprimjer, z1 = e i 5 = 1 vrijedi 1 # x5 1 f(z1) = f(e) =
(Ine)? =12 =11 f(zs) = f(2) = (In1)? = (=1)® = 1, pa funkcija f
nije injekcija.

(f) Neka su zy, 9 € R\ {0} proizvoljni elementi domene funkcije f. Pret-
postavimo da vrijedi f(z1) = f(z2). Iz toga slijedi:

f(iUl) = f(xz)

X1 X2

r1—1 xz9—1
(21 — D)(x2) = (22 — 1)(21)
T1Tg — Tog = T1T2 — I
—T2 = —T1

I1 = T2

Dakle, funkcija f je injekcija.
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Zadatak 4.11.2. Jesu li sljedece funkcije surjekcije?
(a) f:R =R, f(z) =2"
(b) RS R, f(z) = °

Rjesenje:

(a) f: R — R, f(z) = 22 nije surjekcija jer za svaki negativni broj y €
(—00,0) ne postoji = € R takav da je f(z) =2? = y.

(b) f:R = R, (x) = 2 je surjekcija jer za proizvoljan y € R za x = ¥y
vrijedi f(z) = f(3/9) = (y/¥)° = y-
Zadatak 4.11.3. Jesu li sljedece funkcije bijekcije?
(a) f:R —[0,00), f(z) = 42?
(b) g:R\{0} = R\ {1}, g(z) = =&
Rjesenje:

(a) f(x) = 42? nije injekcija jer je, naprimjer, f(1) =4-12 =4 = 4.(—1)? =
f(=1). Kako nije injekcije, to funkcija f nije ni bijekcija.

(b) Neka su zq, 9 € R\ {0} proizvoljni elementi domene funkcije g. Pret-
postavimo da vrijedi g(x1) = g(z2). 1z toga slijedi:

g(x1) = g(w2)
x|+ 1 . To + 1

T L2
zo(z1 + 1) = z1(29 + 1)
T1To + Ty = T1To + T
T2 =1
Dakle, funkcija ¢ je injekcija. Neka je sad y € R\ {1}. Odredimo
x € R\ {0} takav da je g(z) = y.

g(x) =y
r+1
=Y
x
r+1=uxy
r—xy=—
r(l—y)=-1
1
r=—-
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1 L+ S . . ) .
g(ﬁ) == ;%1 = y. Dakle, g je i surjekcija, pa je onda i

bijekcija.

Zadatak 4.11.4. Dan je graficki prikaz funkcije f(z) = 23 — 322, Odredite
lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije f.

2 41
1 1 2
—2 | :
N T .

RjeSenje:
Funkcija f raste na (—oo,0]U[2, +00) i pada na [0, 2]. Tocka (0,0) je lokalni
maksimum, a tocka (2, —4) lokalni minimum.

Zadatak 4.11.5. Dan je graficki prikaz funkcije f(z) = Fta* + 323 + 22
Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije f.

Rjesenje:
Funkcija f raste na (—oo, —1]U|0, 2] i pada na [—1,0]U[2, +00). Tocka (0,0)
je lokalni minimum, a to¢ke (—1, %) i (2, %) su lokalni maksimumi.
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Zadatak 4.11.6. Neka su dane funkcije f(x) = log x;”—; ig(z)=+vz+2.
(a) Odredite f o g.
(b) Ispitajte paritet funkcije f.
(¢) Odredite g~'.

RjeSenje:
z+2)* z z?—dx
(a) fog(x)= f(g(x)) =log ﬁﬁ)) = log 2 = Jog *~dr+2
(b) f(—x) = log )m = log - x2 5 = f(z) = f je parna funkcija.

) y=vVz+2=yP’=c+2=>¢y"-2=x=g(z) =222
Zadatak 4.11.7. Neka su dane funkcije f(z) = vz — 51 g(z) = &=

(a) Odredite go f.

(b) Ispitajte paritet funkcije g.

(c) Odredite g—*

Rjesenje:

(a) go fla) = g(f(x) = VD2 = =552 = =T

—z)2— z2— . ..
(b) g(—x) = E_mgz_,_; = x2—+§ = g(x) = ¢ je parna funkcija.

(c) y = $2+5 sy’ +hy=2>-2=yr?—2*=-2-5y=2*(y—1) =
—2 — 5y = 2? :%éx: %ﬁg’l(x):\/%
Zadatak 4.11.8. Neka su dane funkcije f(x) = log If—ig ig(x)=+v/r+3.
1. Odredite f o g.
2. Ispitajte paritet funkcije f.
3. Odredite g~

Rjesenje:
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x 8 T T X
(a) fog(x) = flg(x)) = log {LE2E = log L0 — log 4000

(b) f(—x)= 108;( ) = log T m4 5 = f(z) = [ je parna funkcija.

)y=vr+3=y=z+3=y'-3=x=g(x)=2*-3

Zadatak 4.11.9. Odredite prirodno podrucje definicije sljede¢ih funkcija:

(@) fla) = /EHRED 41y (22 30

() flz)= \/mHn(M )1 x>)
Rjesenje:

(a) D(f) =[-15,-5)

(b) D(f) = (-9,-3)

Zadatak 4.11.10. Odredite asimptote funkcije f(z) = 3_:,)?;”2.
RjeSenje:

Horizontalna asimptota:

3 — 322 % -3

lim = lim
z—00 3z T—00 2

Horizontalna asimptota ne postoji.
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Kosa asimptota:

o fl) o 3=32 3 B
P T e T e
3 — 3z? 3 — 322 + 32?
[ = lim (f(x) — kx) = lim ( ’ +x):lim$:
T—00 T—00 X T—00 3z
1
= lim — =0.
r—00 I
Pravac y = —x je kosa asimptota.
Vertikalna asimptota:
z=0
3 — 322 3
lim =|—| =—-0
z—0~ 3x 0~
1 3 — 3a? 3 oo
im =|—| =
z—07F 3x 0+

Pravac z = 0 je vertikalna asimptota.

Zadatak 4.11.11. Odredite asimptote funkcije f(z) = %.
Rjesenje:

Horizontalna asimptota:

po Al At 4] N
oo 57— 5  en 25 (0]

ne postoji horizontalna asimptota.
Kosa asimptota:

42 +1 4 402 +1 —4da(z —1
l—lim(f(x)—k;x)—lim(ij —g$>—lim x°+ r(x ):

o dr+1 442 4] 4
= lim = lim L= |-|=<

Yy = %x + % je kosa asimptota.
Vertikalna asimptota:

S5r—5=0=x=1
o 4x? 41 [5}
lim =|—| = -0

21— br —5
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i 4352—1—1_ 5 _
ek 52 —5  |ot| ¢

Pravac x = 1 je vertikalna asimptota.
2

Zadatak 4.11.12. Odredite asimptote funkcije f(z) = ——.

RjeSenje:
Horizontalna asimptota:

. x? _ 1
lim = lim 1
z—oo T2 — 4 z—o0 | — =

X

=1

Pravac y = 1 je horizontalna asimptota.
Kosa asimptota:

Nema kosih asimptota jer postoji horizontalna asimptota.
Vertikalne asimptote:

22 —4=0=>2,=2,09 = —2

2 4

lim — = | —| = 400
a—s—2- 12 — 4 0+
2 4

lim — = || =
t——o2t 2 —4 0-

ZE2

I
+
g

lim
z—2t+ 12 — 4

.Z‘2

I
1

[ & T

—
Ol
[ L T |
I

|

8

lim 5 =
z—2—- 12 —4

xr = —21x = 2 su vertikalne asimptote.

175

Zadatak 4.11.13. Zadan je graf funkcije f. Odredite lir+n f(z), lim f(x),
T—>+00 T—>—00

lim f(z), lim f(z), lim f(x)i lim f(z) iasimptote funkcije f.
z——51 z——5" z—5t z—5~




176 POGLAVLJE 4. FUNKCIJE

RjeSenje:

Pravac y = 2 je horizontalna, a pravci z = 51z = —5 su vertikalne asimptote.

Zadatak 4.11.14. Odredite prvu derivaciju funkcije

Rjesenje:

flx) = (GSinx%—cos(iii))/ -

x+1)(fli+1)’(:€—1)—<x+1)($_1)/:

=M% cost — sin(

x—1 (x —1)2
. sine fr+1l\z—1—2—-1
=e Coszv—sm(x_l) w12
__ sinzx . r+1 —2
=e COS$_SID($—1)(I—1)2

Zadatak 4.11.15. Odredite prvu derivaciju funkcije

1.2

fla) = cos< 1) + In(sinz)

X

Rjesenje:
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2 sin x

+ ctgr =

1>2:z:~:c(x2—|—1)~1 COS T
) "
)

B (2P +1\ 2?2 -1
= —sin 5— tclgz

Zadatak 4.11.16. Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti funkcije

1 2
f(:c):§:l:3+x2—8x—§

RjeSenje:
f(z) =2 +2z -8
72+2x—8 > 0 = (v —2)(x+4) > 0 Funkcija raste na intervalu (—oo, —4) U

-0 -4 2 4

X2 | - |- |+
x+4 | - |+ |+
') |+ |- |+

(2, +00). Funkcija pada na intervalu (—4,2).

f'(x) =22 +2

f'(=4) =2-(-4) +2= -6 < 0= M(—4, f(-4)) = (—4,26) je lokalni
maksimum.

f'2)=2-(2)+2=6>0=m(2, f(2)) = (2,—10) je lokalni minimum.

Zadatak 4.11.17. Ispitajte podrucje definicije i odredite prvu derivaciju

funkcije
flx) = \/(ﬂlj +14)_<3;_ 3) +In (2° + 2 —6)

RjeSenje:
Izraz pod korijenom mora biti vedi ili jednak 0:
(z+4)(z—3) >0

11—z —

r+4=0=>2=—-4
r—3=0=2x=3
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l—z=0=>zx=1

—o0 -4 1 3 400

xt4 | - |+ |+ |+
X3 | -|-|-|+
Ix |+ |+ ] -] -

-]+ -

(—o0, —4] U (1, 3]

Izraz koji se logaritmira mora biti strogo veéi od 0:
> +1—-6>0
(x+3)(x—2)>0
(—00, —3) U (2, +00)

-0 -3 2 +oo

x+3 | - |+ |+
X-2 | - | - |+
fx) |+ | - |+

Vi—z  (2z+1)(1—2)— (2> +2—12)(-1) N 1
w2+ x—12 (1 —x)? > +x—-6
—x? +2r — 11 2z +1
(1—2)/(1—z)(z>+ 2 —12) +$2+$—6

2 {1 —12 '
f/(x):( L—Hn(ﬁ%—x—(ﬁ)) =
1—z
1
1
2




Poglavlje 5

Integrali

U ovom poglavlju obraditi ¢e se pojam i osnovna svojstva neodredenog,
odnosno odredenog integrala, metode integriranja ali i primjena odredenog
integrala u geometriji i mehanici.

5.1 Neodredeni integrali

Dosad su se u ovom udzbeniku rjesavali zadaci u kojima je bila zadana
funkcija y = F(z) i trebalo je na¢i njenu derivaciju vy’ = F'(z). Medu-
tim, u ovom poglavlju ¢e se obraditi zadaci ako je zadano obrnuto, tj. dana
je derivacija funkcije F(z), F'(z) = f(z), a treba na¢i funkciju F'(x). Takva
operacija koja je inverzna (obrnuta) od derivacija zove se operacija nalazenja
integrala odnosno integriranje.

5.1.1 Pojam i osnovna svojstva neodredenog integrala

Funkcija F'(z) zove se primitivna funkcija ako vrijedi F'(z) = f(x).

Na primjer, funkcija 2 je primitivna funkcija funkcije 423 jer vrijedi (z*) =
4x3. No, moZe se primijetiti da funkcija * nije jedina primitivna funkcija
funkcije 423 veé¢ primitivne funkcije mogu biti i npr. 2* + 3, 2% — 2.
Opéenito, zadanoj funkciji ne pripada samo jedna primitivna funkcija veé
bezbroj njih koje se medusobno razlikuju samo za neku konstantu C. Skup
svih primitivnih funkcija funkcije f(x) zove se neodredeni integral funkcije

f(z) 1 pise se:
/f(x) de =F(z)+C

Funkcija f zove se podintegralna funkcija, konstanta C' je konstanta
integracije dok je varijabla x varijabla integracije.

179
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Dakle, ranije promatrani primjer moze se zapisati
/ daddr =2+ C
S obzirom da su deriviranje i integriranje obrnute operacije rezultat inte-

griranja moze se kontrolirati deriviranjem: (z* + C) = 4a3.

Osnovna svojstva neodredenog integrala:

1. Konstanta podintegralne funkcije moze se izlu¢iti ispred znaka inte-
grala.

/kf(a:)dx:k/f(:v)dx

2. Integral sume funkcija jednak je sumi integrala tih funkcija.

[th@Ep@ di= [fi@ s [ f@ d



5.1.

NEODREBDENI INTEGRALI

Tablica osnovnih integrala
[dz=ax+C

n _:E"+1
Jardr == +Cn# —1
[% =In|z|+C
[etde=e"+C
Jatde ={~+C,a>0,a#1

[sinzdr = —cosz + C

fcosxdx =sinz + C

[ % = —ctgz + C,sinz # 0
0052x =tgr+ C,cosx # 0
1122 = arctanx + C

[ 525 =LarctanZ + C,a #0

a?+z?

1—x2

dx :lln 1+x|+0

[ =L |“E]+Ca#0

222

dx _11 ‘
z2—-1 1+

=i+ C

f dr _ __ lln‘x a’_i_cv’a?éo

z2—a? z+a

f—%:hﬂx—l—m}—kC

[ ffjiﬂ:ln‘x—i-\/m!—l-c
ln|a::|:\/x2 ‘+Cx>1
i f?—cﬂ :ln‘xiM}vLC’

i \/% = arcsinx + C'

f\/chfxz:arcsinf—l—aa%()

181
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5.1.2 Metode integriranja
Neposredno ili direktno integriranje

Direktno ili neposredno integriranje je najjednostavnija metoda integriranja
koja se sastoji od primjene osnovnih svojstava neodredenog integrala te
tablice osnovnih integrala.

Primjer 5.1.1. Rijesite integrale direktnim integriranjem:

(a) [(42® — cosz — 3) dx
Rjesenje:

/(4203—cosw—3)dx:/4x3dx—/cosxdx—/3da::
:4/x3dx—/cosxda:—3/dx:

2
:4-Z+Sinm—3x+0

=zt +sinz —3x+C

Provjera: (z* 4 sinx — 3z + C) =423 — cosx — 3

(b) [(=6z+ L+ 2sinz)dx
Rjesenje:

1 1
/(—6x+—+281n:13)dx:/—6xdx+/—dm+/25inxda::
x x

1
:_G/xdx+/5dx+2/sinxdac:

72
:—6-§+ln|x|—2005x—|—C’:

=32 +In|z| — 2cosx + C

(¢) [(3e® + /x —5%)dx
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RjeSenje:

/(36$+\/_—5x)dx:/36$dx+/\/5dx—/5xdx:

:3/exdx+/\/5da:—/5xdx:

3
5 5T
L -2 4cC

=3e" + —
% Inb

x 2 s 1 x

(d) f(2c0532z - ﬁ> dx
Rjesenje:

5) 4 5} 4
— do = dr — do =
/(QCOSQx x2—1> * /20082x * /xQ—l *

5 1 r—1
R | C
PR S i
Stor —om |t 4 o

= —=1lgxr — n
"9 1+

Primjer 5.1.2. Pojednostavnite podintegralnu funkciju i rijesSite integrale
direktnim integriranjem:

(a) f z’4-4x+3 dx

x+1
Rjesenje:
244 1
x4+ x—|—3:(x+3)(x—|— ):x—|—3
r+1 r+1
2 4 3 2
/de:/(x—i-?))dx:x——l—?)x—l—c
r+1 2

(b) f(gcfl)(m+1)2 dr

Rjeéengfje:
(x—1D(z+1)?2 (z—1)(z*+22+1)

2 xr2

x3+x2—3x—1_
5 =

3 1
:$2+1_———2
Xz X

T

Xz
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-1 1)2 1
/(x )(x+)dx—/(x +1—§——)d5ﬁ_

.1'2
1
/xde—l—/dx—/gdx /
x 22

3 -1

3

1
Zx—+x—3ln|x\+—+0
3 T

(c) fo 7 dv

Rjesenje:
x? _:E2—4+4_a:2—4+ 4 B
x2—4  x2—4 x2—4 22—-4
=1+ 1
a 2 —4
72
/x2_4dx—/(1+ )dac:
= dr +4
r—2
p— C:
2.2 m+J+
-2
=z-+In ‘—I—C
T+ 2
(d) fCOSQCIfSiIIQQZ‘dx
Rjesenje:
3 _ 1 s sin®x + cos?x
cos?x -sinfx  cos?x-sin®x cos?x -sin®x
_ 3 ( sin? N cos? B
N cos?x-sin’z  cosz-sinz’
1 1
=3 ( )

cos?x  sin’w
3 1 1
—_——dx= [ 3- + — dr =
/ cos? x - sin’ x / <C082 x szn2x>

d d
:3/ “7+3/,x -
cos? x sin2x

= 3tgx + 3ctgx + C
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Metoda supstitucije ili zamjene

Metoda supstitucije koristi se kod rjeSavanja slozenijih integrala odnosno onih
integrala koji se ne mogu rijesiti pomoc¢u tablice osnovnih integrala. Stoga
se uvodi supstitucija (zamjena) kojom bi se integral pojednostavnio na neki
od osnovnih integrala. Dakle, ako nam je zadan integral

/f(x) dx

uvodi se supstitucija

de = ¢'(t) - dt

Cilj supstitucije je da se dobije neprekidna derivabilna funkcija g ovisna
0 novoj varijabli ¢, ¢ija se primitivna funkcija G nalazi u tablici osnovnih
integrala.

/f dx—/f "(t) dt = /g(t)dt:G(t)—i-C:G(CD(a:))—l—C

Napomena 5.1.1. Nakon uvodenja supstitucije svi z-evi te dzr koji ulaze
u integral trebaju se modéi izraziti sa t odnosno dt. Ako tomu nije tako
supstitucija ne vrijedi.

Primjer 5.1.3. Primjenom metode supstitucije rijesite sljedece integrale:

(a) f(x+4)%da

RjeSenje:
rgpo [EH4=t - [pg ot oo @Y
/(x—l—él) dx—[dx:dt]_/t dt—3—|—C— 3 +C
b) [Vb—xdx
RjeSenje:
/\/ —xdr = {i_x—_dﬂ / —Vtdt = /\/—dt
t2

Nlw

:——+C_—§tz+0_ 3 (b—xz)2+C

2
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¢) [sin(3z+1)dx

POGLAVLJE 5. INTEGRALI

Rjesenje:
: 3r+1=t dt
/sm(3x+1)d:p—{3dx_dt] /smt 3
= 1/ intdt = L t+C =
=3 [ sintdt = —zcos =
1
=3 cos(3z+1)+C
d) [3e"2dx
Rjesenje:

/3@12 dxr = {xd;iztt} = /3€t dt = 3€t +C = 36172 +C

e) [2e" 2z dx
Rjesenje:

9 _
/26$2+2J} dr = Bx;—x{_dﬂ = /et dt=e +C=e" 24

(1) [ e do
Rjesenje:

= —%(:v +1)”

2
x
A
/ @+12 "
(8) [ Zde
Rjesenje:
x2 + 3

P 4+1=t % 1 L
[Bxgda::dt]_ ﬁdt_g/t dt =
1 1
+C——?1+C—

1 1

1
C—=_-.
+ 3 23+1

1
T3 1

+C

+3=t 5. 11
[ZIdx—dt} /;dt_ﬁ Edt_

1 1
§-ln|t|+C’:§-ln|x2+3|+C
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(h) l4coszx d$

T+sin x

RjeSenje:

1+ cosz)dx = dt

1 I =
/—+C9sxd:ﬁ:{ Z+sinz =1 }:/@:lnltHO:
T+ smzx ( ¢

=In|z+sinz|+C

(i) f St ds

ez+x2
Rjesenje:

e’ + 2x B e 4+ax2=t [ dt B
/—eﬂc—i—x?dm_ l(em—i—Za:)da::dt} _/t Injt|+C =

=Inle” +2°| +C

(G) J(dx +1)v2z? +2 — 1dx
RjeSenje:

20 +x—1=t
2 — =
/(4x+1)\/2x +x—1ldx {( 41 dx—dt]

2
fdt=" v 0 ="t
/*/ 3

3(2:6 tr—1)2+C=

+C =

:—\/2x2 r—134+C

[ estnetest (cosp —sinx) da
Rjesenje:

- . t =sinz + cosx
SMEHOST (cosx — sinw) dr = :
dt = (cosx — sinx) dx

:/aﬁ:é+0:

— esmx-i—cosar + C

1) [sin(sin®z+1)-sinz - coszdx
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Rjesenje:

t =sin®(z) + 1
/sin (sinzx + 1) -sinz -cosxdr = |dt = 2sinzcoszdr| =
%dt = sin z cos xzdx

1 1
:/Sint—dt:—/sintdt:
2 2

1
:—§cost+C’:

= —%cos(singx + 1) +C

Metoda parcijalne integracije

Metoda parcijalne integracije koristi se pri rjeSavanju slozenijih zadataka kod
kojih se ne moze koristiti direktno integriranje pri pronalazenju primitivne
funkcije. Primjenom metode parcijalne integracije omogucava se rjeSavanje
jednostavnijeg integrala od onog zadanog. Formula parcijalne integracije:

/udv:uv—/vdu

Navedena metoda dobivena je na temelju diferencijala produkta dviju
funkcija
dlu-v)=du-v+u-dv

Integriranjem navedene formule derivacije produkta dobije se formula parci-

jalne integracije:
/d(u-v):/du-v—i-/udv

u-v:/vdu—l—/udv
/udv:uv—/vdu

Trazenje integrala [ udv svodi se na rjesavanje jednostavnijeg integrala
[ vdu. Ponekad je pri pronalasku traZenog integrala potrebno i vise puta
primijeniti metodu parcijalne integracije. Takoder, pri rjeSavanju zadanog
integrala moze se dogoditi da se viSestrukom primjenom metode parcijalne
integracije ponovno dobije zadani integral. Metoda parcijalne integracije na-
jCesce se koristi ako je podintegralna funkcija zadana kao produkt funkcija,
logaritamska funkcija, arcus funkcija i sl. Konstanta C' piSe se nakon za-
vrSetka integriranja.
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RjeSavanje integrala kod kojih je podintegralna funkcija zadana kao pro-
dukt funkcija, od kojih je jedna funkcija polinom, prikazano je sljedeé¢im
primjerom.

Primjer 5.1.4. Primjenom metode parcijalne integracije rijesite sljedece in-
tegrale:

(a) [x-e"dx

RjeSenje:

roear= dv =e"de = v = [e"dr =¢"|

:x-ez—/ewdx:

=z-e"—e"+C

(b) [a? e"dx
RjeSenje:

9 u = 2> = du = 2zdx
x°-etdr = =
dv=e"dr = v=2¢"
:xQ-ex—/Qxexdx

U prethodnom zadatku je rijeSen [z - e” dx stoga je konatno rjesenje

/I2~€$dl’=I2~€x—2(1’-635—6$)+O=I2~6$—2$-6z+26z+0

(¢) [(a*—2)-e"dx
Rjesenje:

2
2 oy Lz, |U=2"—2=du=2xdr| _
/(:c 2) edx_{ dv=e*dr = v=1¢€¢" |

= (2?2 —2)-¢€" —/2xemd1‘
U prethodnom zadatku je rjesen fa: - e” dx stoga je konac¢no rjesSenje

/(x2—2)-exdx:(:U2—2)~ex—2x-ex+2ex+0
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(d) [z-e*da

Rjesenje:
3w u=1r = du=dx VR S PR S
/a: e dx_[dv:e?’xd:p:v:%e?’x]_x 3¢ 3¢ dr =
1 11 1 1
:§$-63”—§~§e3’3+02gx-e3x—§e3x+0
(e) [(x+1)-e"tdx
Rjesenje:

L etl g | u=r+tl=du=dx
/(:1:'—1—1) e dr = [dv:e”“dx:v:em“

:(:I:—I—l)'e:”*l—/exﬂdxz

:($+1)_6x+1_6x+1+0

(f) [x-sinzdx
Rjesenje:

/ ) [ u=1r=—=du=dzx }
T -sinxdr = d =

v=sinr-dr = v=—cosz
:x-(—cosm)—/—cosxdx:

=—x-cosx +sinx +C

(g) [(z*+3)-cosxdx
Rjesenje:

2
) Ju=2*+3=du=2zxdx | _
/(x +3) cosxdr = {dv:cosx-d$:>11:5m$ =

= (2* +3) - sinz — /sinx 2xdr =
= (2* +3) -Sinx—Q/x-sinxdx
U prethodnom zadatku je rijeSen [ x-sinz dx stoga je kona¢no rjeSenje

/(x2+3)-cosxdx = (22 +3)-sinz — 2 (—z-cosx +sinz) +C =

=22 .sinz+2x-cosx +sinz + C =
= (2*+ 1) -sinz + 2z - cosz + C
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(h) [(2*+ 42 —2)-sinzdx
RjeSenje:

dv=sinz -dx = v=—coszx

_ 2 _ _
/($2+4$—2)-sinxdx:{u_x +4x — 2 = du (2x+4)dx]:

:($2+4x_2).(_cosx)—/(—cosx)-(2x+4)dx:
:—(:U2+4x—2)~cosx+/(2x+4)-Cosxdx:

Na f(21: + 4) - cos z dx primjeni se jo§ jednom metoda parcijalne inte-
gracije

/<2x+4)'cosxdx: {du:2x—|—4:>du:2d:l: ]

v=-cosz -dr = v =sinz

= (2x+4)-sina:—/sinx-2dx:
=2z +4) -sinz —2(—cosz) + C =
=(2x+4) -sinx + 2cosx + C

Prema tome, konacno rjesenje glasi

= —(2® + 41 — 2)cosx + [(2x + 4) sinx + 2cosz] + C
= (—2* —4x +4)cosw + (22 + 4)sinz + 2cosx + C

(i) [ 5z (sinz + cosx) dx
Rjesenje:

u = 5w du = bdx
dv = (sinx +cosz)dr v=—cosz+sinx

/5x (sinz + cosz) dr =
= bz (sinx — cosx) + 5/ (sinz — cosz) dr =

= 5z (sinx — cosx) — 5(cosx + sinz) + C
U sljede¢em primjeru prikazano je rjeSavanje integrala metodom parci-

jalne integracije kod kojih je podintegralna funkcija zadana kao logaritamska
funkcija odnosno kao produkt funkcija - polinoma i logaritamske funkcije.

Primjer 5.1.5. Rijesite sljedece integrale primjenom metode parcijalne in-
tegracije:



192 POGLAVLJE 5. INTEGRALI
a) [Inzdx
Rjesenje:

u=Inr = du=idz 1
Inzdr = z =x-lnx— [ z-—dr=
dv=dr=v=u=x T

—x-lnx—/dm—x-lnx—x—i—C

b) [x-Inzdx
Rjesenje:
— 1 2 2 1
xlnxd u=Inr=du m(g zx—-ln:v— r —dxr =
dv—xdac:>v—‘% 2 T
x? T x? 1 2
= — — —d :—l - — " C:
g M /2 rEgmrmg gyt
x? 1
=" .lnx — ~2?
5 T 4SB +C
¢) [In*xdx
Rjesenje:

9 w=In*z = du=2lnz-dx
In“zdx = —
dv=dr = v==z

:a:-lnzx—/Qxlnxda:

U prethodnom zadatku je rijeSen [z -Inz dx stoga je konatno rjesenje
2

1 1
/anxdx:xln2x—2(%lnx—Zx2)+C:xln2x—x2lnx+§m2+C’

d) [2* Inzdzx
RjeSenje:

/m2~lnxdx: [d ne = du xdf] =

v:xde:v:%

Y M. 0=
nx 3 3+
1 4
= lnx—§x+C’
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(e) [(2*+1) -Inzdx
RjeSenje:

2 _ B u=Inr= du=Ldx B
/(ac +1) - Inzde = {dv:(x2+1)dx:>v:§+x N

3 3 1
— (= nr— [ (= Zdr =
(3+:c) nzx /( + ) —dz

3
3 2
:(%+aj)lnx—/(%+1)d$=
3 3
(%—i—x)lnx——-%—anC:
3
1
=(%+x)lnx—§x3—x+0

) [(z*+22+1) -lnxde
RjeSenje:

u:lnx:>du:%dx

2
2 1)-Inxdr =
/(:v+ r+1)-Inwde dv= (2> + 2+ \)dr = v="2 422 +u

3 3
(T2 S NS g
—(3 +z°+x)lnx /(3 +2° + ) xda:

3 2
:(w—+x2+x)lnx—/(x—+$+1)d$=

3 3

3 1 3 2
—(%—l—x +x)lnx—§~%—%—x+02

3 1 2
:(%+x2+x)lnx—§x3—%—x+0

Primjer 5.1.6. prikazuje rjesavanje integrala metodom parcijalne inte-
gracije kod kojih je podintegralna funkcija zadana kao arcus funkcija odnosno
kao produkt funkcija - polinoma i arcus funkcije.

Primjer 5.1.6. Metodom parcijalne integracije rijesSite sljedece integrale:
(a) [arctanz dx Rjesenje:

1

u = arctanr = du = dv
arctanz - dr = +z =
dv=dr=v=u=x

1
=qx-arctanz — | z-——dx
1+ 22
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Primjenom metode supstitucije

1 B x C[r4a?=4 (3,
/x'l_i_xde_/mdx_{Qxdx:dt]—/;dt_

1 1
:51n1t|+(7:§1n11+x2\+0

UvrStavanjem dobivenog integrala

1
/arctanxdw =z -arctanx — Elnll + 2%+ C

(b) [(2*+ %) - arctanz dx
Rjesenje:
u = arctanr = du = —dx } B

1
2
~)-arctanz dr = x
/(:13 +3) arctan r dx {dvz(x2+%)dx:>v:’”—;+%x

3 1 3 1 1
:(%+§x)arctanx—/(%+§x) 2dx
(x3+1 . /:1: —i—fL'
- x)arctan xr —
3 3 1+.I'2
31
= ($3 —|—3x )arctanx — = /xdm—
3 1 2?2
:(xg +3a:)arctan:c 3 %—FCZ
R
= —x)arctanx — —2°
33 6

¢) | ;= -arccoszdz
Rjesenje:

x
/ V1—2?
Primjenom metode supstitucije

_ T 1—a?=t] — 1 t2
v N T —ondr = dt| — 2
Vi VIT®

Uvrstavanjem u polaznu formulu parcijalne integracije
1
= —V1—22- arccosx—/ —V1-22) (———
( R
=+V1—2a?-arccosx —x+C

u = arccos v = du = —ﬁdx
— X —
dv = mdm ==V =

-arccos ¥ dx = [

)dx =
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Integriranje racionalnih funkcija

Racionalne funkcije mogu biti prave racionalne funkcije i one koje nisu prave
racionalne funkcije. Prave racionalne funkcije su funkcije kod kojih je stupanj
polinoma brojnika manji od stupnja polinoma nazivnika,

Pp()
Qn(7)

dok je kod racionalnih funkcija koje nisu prave obrnuto. Stoga se racionalne
funkcije koje nisu prave mogu svesti na sumu polinoma i prave racionalne
funkcije. Prave jednostavne racionalne funkcije koje ¢e se u ovom udzbeniku
promatrati su oblika:

A A Az + B Az + B
r—a (x—a)" 22+ ax+b (22 + ax +b)"

,m<n

gdje jen € N, A, B,a,b € R, a polinom 22 + ax + b nema realnih nultoc¢aka
(diskriminanta je manja od nule, tj. a® — 4b < 0).

Integral prave racionalne funkcije [ ﬁ dzx dan je formulom:

A r—a=t
/x_ad:v: {dmzdt] =Aln|z —a|+C

Primjer 5.1.7. Primjenom gore navedene formule rijeSite sljedece integrale:

() [ 25 du
RjeSenje:

der =2In|z - 3|+ C

/ 2
r—3

(b) [ %5

.x+5 .
RjeSenje:

d
/ ° =Inlz+5/+C
T+

() [ 55

RjeSenje:

dx 1
— I3z —1
/33:—1 3n]3x |+ C
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(d) f5£))2;t dx
Rjesenje:

3 3
/5_2xdx——§ln\5—2$|+0

Integral prave racionalne funkcije [ ﬁ dx dan je formulom:

A r—a=1 A 1
= dr= = : Cin>2
/<x—a>" ‘ {dhdt] n=1 (@_ay "

Primjer 5.1.8. Primjenom gore navedene formule rijeSite sljedeée integrale:

(a) [ ¥

Rjesenje:
dx 1 1 1
= - - C=————+C
/(x+4)5 51 (@+ap1 | eI
) | @
Rjesenje:
dx : 1 1 1
/(2x—1)4 T o4—1 (2 — 1)t TO=-5 (22 —1)3 e
() [ gy do
Rjesenje:
3 3 1 3 1
/@-2)5““5_1 C(z—2)51 TO=-7 (;1;_2)4+C

dx se rjeSavaju na

Integrali racionalnih funkcija [ 425 dr i [ ( ArtB

z2+ax+b z2+az+b)"
nac¢in da je najprije nazivnik z? 4+ ax + b potrebno svesti na potpuni kvadrat

binoma )

> +ar+b= (x+%)2+(b—az)
gdje se uvodenjem supstitucije
t=x+ g, dt = dx

brojnik Ax + B pokus$a izraziti preko derivacije nazivnika.
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Primjer 5.1.9. Rijesite sljedece integrale oblika

/ Az + B
Q—da:
2 +axr+0b

(@) [ pies

Rjesenje:

) [ i
Rjesenje:

/ dx / dx B

224 4x + 13 (z+ 32+ (13- %)
_/ dz |z +2=t
) (@+2)2+9 | dr=dt

—/ di —1 arctanz—i-C—
) 2+9 3 3 N

2
+C

x
= — - arctan
3

(c) 3z2—d6xx+15
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Rjesenje:
/ dx B / dx B
312 —6xr+15 ) 3(22—22+5)
B 1/ dx
= — _ —\3 =
3 ($+72)2+(5—(f))

B 1/ dx o lx—=1=t]
" 3) (x—12+4 |de=dt|

1 dt 1 1 t
:_/ —-—-arctan- + C =

3 2 + 4 3 2 2
1 1 —1
§ 3 arctan * +C

(d) [ msde
Rjesenje:

x x
/x2—2x—8dx:/ 212 o, 4o =
(z+5)+ (8-
B T de— |T 7 1=t
) 120" T | de=at
t+1
2 -9
t 1
= dt dt
=T =
Prvi integral se rijesi pomoc¢u metode supstitucije

/t2—9dt [Qtdtzdu}_ Tu T o

~Llmje - _
=5 |t =9+ C =

UvrStavanjem u polazni integral

T 1 t—3
—dx :—l — -1 =
/x2—2x—8 nftf =90+ 573 nt+3‘+0
=5 ln\:c—l —9|+— ] G ‘+C=
(z—1)+
:—-ln‘x2—2x—8}+—-ln — 4 +C
2 6 T+2
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(©) [ s da

RjeSenje:

/ r+1 d / r+1 p
—_— A = —_— AT
202 + 4z +4 2(2? +2x 42

1 z+1

25/ 22 @7, © =
(x+3)2+2—-F)

_l/ z+1 do — r+1=1
2 ) (412417 | do=dt |
1 t oo [PH1=u|_
o) 241 |2dt=du|
%du

u

—_

~%-ln\u|+C:
In|+1|+C=

In|(z+1)*+1]+C

R R R R RN~ N

In|2®+22+2|+C

Primjer 5.1.10. Rijesite sljedece integrale oblika

/ Az + B g
(2 + ax + b)" ’

koristeé¢i formulu:
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Rjesenje:

/(x2+4xx+8)2dx:/[(x+%)2f(8_£)]2
:/[(x+29§2+4]2d”’: {xd;iﬂ =
- [t we

Prvi integral se rijeSi pomoc¢u metode supstitucije

t o t2+4:u o %duil Uil o
R i e e
1 1

- 4 C=—
2u+ 2(t2+4)+0

Na drugi integral se primjeni gore navedena formula

dt
=1
/ (2 +4)2 7

1 t 22-1)—1

I: . ']_
2Ty -2 (Pap Tag—1).2
1 ¢ 1
I, = — iy
2=3 ' ®ya g "

gdje je I jednak

t24+4 2
stoga je

1 t 1 1 t
Iy = - - = tan — + C
2= 3 g g g arctang

1 t
Lh=—- — tan — + C
2 3 t2—|—4+16 arcan2+
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UvrStavanjem u polazni integral

/ x J 1 5 1 t . 1 ; t e
=5 2|z — -arctan — =
@24z 182" T 2214 |8 £ra 16 T2

t
=———————.—— ——.arctan-+C =
t?24+4 4 t2+4 8 2

2
1 1 1 r+2
2 (@+22+4 4 (@+22+4

2
2 o

1 ; T
— — - arctan
8

1 1 1
Sl 1,1 g v+ 2
2 4 2
= - - o f . t C:
2 dr s g aretan—o—
1 4+ 1 x4+ 2

0) [ i

(22 4+6x+5)2
RjeSenje:

/ (22 f(;;i 5)2 de = / (1 g)fié —o)p de =
-/ & +x3;3— MR {xdi ij,f] =

t t?—4=u
:/(t2—4)2 it = {tht:du]

%du 1 ut

=) e Ty I T
S
__2<<x+§)2—4)+0_
:_2(m2+163x+5) +C

Neka je racionalna funkcija ngg pri ¢emu se polinom nazivnika @, (z)

moze prikazati u obliku

Qu(z)=(z—a) - (z—az)f .. (@ prz+q) (2 F oz +q2)°
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Tada se funkcija g’:g; moze rastaviti na zbroj parcijalnih razlomaka

Pm(l') Al Al

= + o+
Qn(z) -1 (x — 1)t
By By,
T — Ty (x — x9)
Cl.CE—l—Dl + CT.T—FDT
2+ pir+q (22 +prr+aq)"
Ell'—l—Fl ESZE—FFS
R R R g
2% + pot + @2 (22 + pox + q2)*
nge su A17A27"'7AlvBl7BQ?"'7Bk7017027'"7CT7D17D27~"7DT7E17
Es, ... B, F\, Fy, ..., F; konstante koje se racunaju metodom neodredenih
koeficijenata.

Primjer 5.1.11. Rijesite sljedece integrale rastavom na parcijalne razlomke:

dx
(a) f z2+7—2
Rjesenje:
Polinom nazivnika moze se napisati u obliku

o —2=2"4+2r—x—2=(v—1)(x+2)

prema tome rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

1 B 1 A N B
22+r—2 (r—1)(z+2) x-1 242
Az +2)+B(r—1)

(x —1)(z+2)
_z(A+B)+2A-B
(- D(x+2)

Metodom neodredenih koeficijenata slijedi

Iz ¢ega proizlazi da je



5.1. NEODREDPENI INTEGRALI 203

> P, -
_ = d =
/ﬁ—i—x—? /(x—l+x+2> v

1
=3 ln|w—1]—§ In|jz+2|+C
1 x—1
=—-1 C
3 nx+2’+
(b) [ w5 de
RjeSenje:

Polinom nazivnika moze se napisati u obliku

=3t +d=2+2* — A +4 =2 (x+1) - 4> - 1) =
=2’ +1) 4@+ 1)(x—1) = (z+1)(a” — 4o +4) =
= (z+1)(z - 2)*

prema tome rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

xz— 10 B z — 10 B A B C
P 3244 @+ )@—2° w41 z-2 (w—2p
Az =2+ Bax+1)(z—-2)+Cz+1)
N (x 4+ 1)(x —2)?
(A+ B)z*+ (—4A—-B+C)xr +4A—-2B+C
(x+1)(x—2)2

Metodom neodredenih koeficijenata slijedi

(1)....—10=4A—-2B+C
Iz ¢ega proizlazi da je

A=1,B=-1,0=4

/ x — 10 d / 1 n —1 n 4 d
——————dr = r =
3 — 322 +4 r+1 z-2 (z—2)?

1 1 4
= dr — [ ——d ———dr =
/x+1 * /x—? x+/(x—2)2 .

1
=hlz+1]-lnjz-2[-4-——+C
T —2
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(c) [t da
Rjesenje:

Polinom nazivnika moZe se napisati u obliku
= +1)
prema tome rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

*+3  2°4+3 A Bzx+C
x3+x_x(:c2+1)_;+ 2?2 +1
A(@?*+1)+ (Bx+C)x
B z(x? +1)
_ (A+B)z*+Cx+ A
B z(z? 4+ 1)

Metodom neodredenih koeficijenata slijedi

Iz ¢ega proizlazi da je

A=3B=-2C=0

x?+3 3 —2x
dr = -+ dr =
v+ r  x2+1
/ dx—/:c2+1

= 3In|z| — In|z? —|—1|—|—C

1.3

22+ 1

+C

=1In

() [ ZEmpege de
Rjesenje:

Rastav podintegralne funkcije na parcijalne razlomke glasi

-2 —13z-20 A +Bm—|—C’+ Dx+ FE
(x—1)(22+4)?2 2—-1 224+4  (22+4)?
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_A@*+4)*+ Bz + C)(x —1)(2* +4) + (Dx + E)(x — 1)
(x —1)(z2+4)?
_ (A+B)a*+(C—-B)z*+ (8A+4B — C + D)a?
B (z —1)(22 + 4)2
N (=4B —4C — D+ E)x +16A—4C — E
(z — 1)(@? + 47

Metodom neodredenih koeficijenata slijedi

(2%)....0 =84+4B—-C+ D
(z)...—13=—-4B—-4C - D+ FE
(1)... =20 =16A —4C — E

Iz ¢ega proizlazi da je

A=-1,B=1,0=0,D=5E=0
—23 — 13z — 20 —1
dz = dz =
/(x—l)(x2+4)2 v /(x—1+x2+4 (2 )2) =

1
_/x—ld +/ /3:2+4
5
2

—Injz -1+ = ln|x +4‘—

562—1—4+

Integriranje trigonometrijskih funkcija

U ovom potpoglavlju pokazati ¢e se izracunavanje integrala nekih oblika
trigonometrijskih funkcija.

1. Integrali oblika
/ sin™ x cos" x dx
gdje su m i n cijeli pozitivni brojevi rjeSavaju se na sljedec¢i nacin:

a) ako je m = 2k + 1 neparan pozitivni broj
Tada se integral moze zapisati kao

/ sin™ z cos" xdr = — / sin?* z cos™ z d(cos ) =

=— /(1 — cos® x)" cos™ z d(cos x)
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b) ako je n = 2k + 1 neparan pozitivni broj
Tada se integral moze zapisati kao

/sinm xcos" xdr = — /sinm z cos®* z d(sinz) =
= — /sinm (1 — sin® )* d(sin x)

¢) ako su m i n parni pozitivni brojevi
Tada se podintegralna funkcija transformira pomoc¢u formula:

.92 1 2 1 . .
sin”x = 5(1 —c082x),co8” T = 5(1+COS 2x),sinx cosx = = sin 2z
Primjer 5.1.12. Pomoc¢u gore navedenih formula rijesite integral ob-
lika
/ sin? 4z cos? 4z dx
Rjesenje:

m in su parni pozitivni brojevi stoga koristimo formule pod ¢)
/ sin® 4z cos® 4z dr = / (sin? 4z cos?® 4z) sin® 4z dx =
1 1
= / isin2 8z - 5(1 —cos8z) dr =
1 9 1 9
= — [ sin“8zdxr — - [ sin” 8x cos8x dx
4 4
Prvi integral je jednak

1 1
Z/sin28xd:c:Z/(l—coslGx)dx:

1 1 1
1 1
:Z$—6—45m16x+0

Kod drugog integrala n je neparan pozitivni broj stoga koristimo for-
mulu pod b)

1 1
1 /sin2 8x cos 8x dx = 1 /sin2 8z d(sinx) =

4 8 3
1
:%sing’&v—I—C
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UvrStavanjem u polazni integral

1 1 1
/sin4 4y cos® 4z dx = ZI ~ sin 16z — % sin® 8x + C

2. Integrali oblika
/ sin mx cosnx dx, / sin mx sinnz dz, / cos mx cosnx dx

rjeSavaju se na nacin da se podintegralna funkcija transformira pomodéu
formula:

: 1. . .
sin mx cos nr = §[sm(m + n)x + sin(m — n)z]

sinmaz sin nx = §[cos(m —n)x — cos(m + n)x]
1
COS T COSNT = E[cos(m —n)x + cos(m + n)x]

Primjer 5.1.13. Pomocu gore navedenih formula rijesite integral ob-
lika
/ sin 5z cos 4x dx

RjeSenje:
Podintegralna funkcija moze se zapisati u obliku

. L. . L. .
sin bz cosdx = §[sm(5 +4)x +sin(5 — 4)z] = §[sm 9z + sin x|

1
/Sin b cosdx dx = / 5 [sin 9z + sinz| dx =

1
= 5/[sin9x+sinx] dx =

1
= —1—8c059:v— §cosx—|—0

3. Integrali oblika
/ R(sin x, cos x)dx

gdje je R racionalna funkcija, rjeSavaju se supstitucijom i to na sljedeci
nacin:
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a) univerzalna supstitucija :

x
tg§ = t = x = 2arctant
2dt
dr = ——
T Iy
) 2t
sine = ——
1+¢2
1—¢
cosxr =
1+¢2

b) podintegralna funkcija je neparna u sin x
R(—sinz,cosx) = —R(sinz,cosz) = cosx =t
¢) podintegralna funkcija je neparna u cosx
R(sinz, —cosz) = —R(sinz,cosx) = sinx =t
d) podintegralna funkcija je parna i u sinz i u cosx
/R(— sinx, —cosx) = R(sinx, cos )

onda je supstitucija:

tgr = t= x = arctant
dt
dr = ——
14 t2
.2 t?
sin“z =
1+¢2
cos’r = !
1+

Primjer 5.1.14. Pomoc¢u gore navedenih formula supstitucije rijesite
integrale oblika

(a) 1+C<l:is;c
Rjesenje:
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:t+C':tgg+C’

(b) [ s da
Rjesenje:
tg2 =1
/ sin = th
1 —cos?x sinx = 1+t2 N
cosT = th
o 1+t2 Zdt
- (1—t2)2 2
1 T (1+2)2 | +

t

dt

(1+t2)

/ tdt
2

zln\t|+C:1n‘tg§‘+C

4. Integrali oblika

4 1422 1442 _
(1+42)2—(1-¢2)2

/R(Sina:) cosxda:,/R(cosw) sinx dx

rjeSavaju se supstitucijom i to na sljedeé¢i nacin:

/R(Sin x)cosrdr = sinx = t,cosxdr = dit

/R(Cos x)sinx dr = cosx = t, —sinxdxr = dt

209
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Primjer 5.1.15. Pomoc¢u gore navedenih formula supstitucije rijesite
integrale oblika

f LEsine o9 ¢ dr

SlIl xX
Rjesenje:

1+sinx do — sinx =t B 1+tdt—
sin? x COSTAT = cospdr = dt| — 2 -
t
/tzdt+ ﬁdt:
=—+ln|t|+0—

1
= +Inlsinz| + C
sing

(0) f 25 da

cos?x
RjeSenje:

sin® sin?z 1—cos’zx .
dr = sinzdr = | ————sinxdx =
cos? x cos? x cos? x
cosT =1 1—¢2
N l— sinzdx = dt] N / t2 (—dt) =

/thH—/dt ——+t+0—

1
— +Cosx+c_m_’_c
COST COST

5. Integrali oblika

/R(tga:) d:c,/R(ctgx) dx
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rjeSavaju se supstitucijom i to na sljedeéi nacin:

tgr =1 = x = arctant

__dt
dr = 1+¢2

s 2 2
ST = {3

cos’r =

/R(tgx) dx =

142
ctgr =1t = x = arctant

__ _dt
dr = 1+¢2

sin?z = 15

/R(ctga:) dr =

cos’x =

Primjer 5.1.16. Pomoc¢u gore navedenih formula supstitucije rijesite
integrale oblika

(a) [tg(3x) do
Rjesenje:

[ 3x =2 dz 1
/tg(Bx) dr = _3dx:dz] —/tgz?—g/tgzdz—

[ tgz =t 1 / dt 1 / t
dz=15m] 3) 1+¢ 3] 1+

1+t =u 1 %u_l du
| 2tdt = du B

) U 6 U

1 1

= %ln|1+tg2z‘ +C = éln}l—i—th(Sx)’ +C

(b) [ctg (3z) dx
Rjesenje:
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[ 3x =2 dz 1
3dz = dz] = /CWE - §/Ct92dz -

[ ctgz =t —1/15 —dt __1/ t g —
dz=—7%] 73 ) 142 3) 14820

_1+t2:u]_ 1 d—Qu_ 1 du_

3 U 6 U

1 1 ,
—61n|u|+0:—61n‘1—|—t |—|—C:

—éln‘1+ctg2z| +C = —éln’1+ct92(3x)} +C
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5.2 Odredeni integrali

Pojam odredenog integrala uvodi se preko odredivanja povrSine. Naime,
pomoc¢u elementarne geometrije racuna se povrsina likova poput trokuta,
¢etverokuta i sl. No, ako je u ravnini zadan lik omeden krivuljom potrebno
je racunati njegovu povrsinu pomocu odredenog integrala.

5.2.1 Pojam i osnovna svojstva odredenog integrala

Neka je y = f(z) neprekidna funkcija na intervalu [a, b].

Graf funkcije f

Kako bi se dobila povrsina lika P omedenog grafom funkcije y = f(z) > 0,
intervalom [a, b], pravcima z = a i © = b te osi x uvodi se pojam odredenog
integrala. Naime, ako se interval [a, b] podijeli na n podintervala to¢kama

a=To<r1 < - <x,=0>

duljine podintervala su jednake Axy, Axs, ..., Ax, (gdje je Ax; = x; —x;_1).
Ako se na svakom od podintervala odabere na proizvoljan nacin po jedna
tocka sa pripadaju¢im koordinatama T} (t1, f(t1)), Ta(ta, f(t2)), ... Tn(tn, f(tn))
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fgtlg ¢ T _

®--A-41-1-+--17

a=Zo b:xn

tada je povrsina pravokutnika kojeg zatvaraju stranice duljine Ax; i f(t;)
jednaka P, = f(t;)- Az;, a trazena povrsina P jednaka je zboju povrsina svih
pravokutnika

i=1

Navedena suma produkata duljine podintervala Ax; i vrijednosti f(¢;)
naziva se integralna suma funkcije f(x) na intervalu [a,b]. S obzirom da
je interval [a,b] moguée na bezbroj nacina podijeliti na n podintervala, na
kojima se na bezbroj na¢ina mogu odabrati tocke Ti,T5,...,T, slijedi da
integralna suma funkcije f(z) na intervalu [a, b] nije jednozna¢no odredena.
Ali, ako se interval podijeli na §to veéi broj intervala (n — oo) tada duljina
svakog podintervala Ax; tezi k nuli i intuitivno je jasno da integralna suma
aproksimira povrsinu P.

Odnosno, sve integralne sume jedne te iste funkcije f(x) na istom in-
tervalu [a,b] imaju istu grani¢nu vrijednost kada n — oo i tada duljina
najveceg od svih podintervala, max x;, tezi k nuli. Taj se zajednicki limes
zove odredenim integralom funkcije f(z) na intervalu [a, b].

b
I= /f(l‘)dfv = lim Ef (t:) - Az,
Interval [a,b] zove se podrudje integracije gdje je a donja granica
integracije, a b gornja granica integracije.
Dakle, geometrijski, odredeni integral predstavlja povrSinu lika omedenog
krivuljom y = f(z), osi apscisa i pravcima z = a i = b.

Osnovna svojstva odredenog integrala
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e ako je ¢ € (a,b) tada vrijedi: }f(x)da: = jf(x)dﬂv + }f(x)dx

a C

e ako je na |a, b
f(z) >0= /f(x)dm >0
b
fl@)> 0= /f(a:)da: <0
b
e Za parne funkcije, odnosno neparne vrijedi:
—a 0
flea) = f(@) = [ fa)iz =2 [ fa)is
fl-a) =~f(a) = [ 1)z =0
5.2.2 Racunanje odredenog integrala

Newton-Leibnizova formula

Osnovna formula izracunavanja odredenog integrala je Newton — Leibni-
zova formula:
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Odredeni integral racuna se tako da se izracuna pripadaju¢i neodredeni
integral u koji se uvrsti najprije gornja granica od koje se oduzme donja
granica.

Primjer 5.2.1. Rijesite sljedece integrale pomocéu Newton - Leibnizove for-
mule:

(a) [°,(3x —2)da

Rjesenje:
/_2(3x —2)dx = (35 —21) =
_ ¥ (=2)° _
=y 2y )
=(5 -6 -6+4)=—5

(b) [!, (52 — 4a® + 3) du
Rjesenje:

1 x4 3 1
/ (52 —42* +3)dw = (b~ —4— + 3z)| =

. 4 3 -1
:(5124_41;+3-1)—(5(_i)4 —4(_31)3+3-(—1))=
5 4 5 10
:<1_§ 3)_(Z+__3>:§

(c) [J(e" +1)dx
Rjesenje:

/g(em—i-l)dl‘—(ez—i-l')z—(€3+3)—(€0+0)—63+2

1
(d) fo mda:
Rjesenje:
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4
(©) Jy prp=s do
RjeSenje:
Iz primjera 5.1.9.a)

1 1 Ja—1
—  dr==-1 C
/:B2+2x—3 T nx+3‘+
4 1 1 — 1|
/Q—dx:—-lnx L =
9 T*+2r —3 4 T+ 3|12
IO E (S U E
T4 a3 1 21
1 3 1 1 15
= (|2 —m||) =2 m2
4 (n7’ H5D 1T

(f) 34 a:g_il dx
Rjesenje:

1 N ‘4
2 r+1 3
1 4—1 1 3—-1
=(44+="-1 —(3+=-1 =
(+2 ta 1’) (+2 n3+1D
1 6
=14+ —-In-
T
4 z2 T
(g) [i R gy
RjeSenje:
4 2 4 4 2 4
1 1
/—” +\/Ed:c:/ — dz + x—da:+/ VT
1 z? @2 p a? 22

4 4 4
:/ x 2 dx + dx + z 2dx =
1
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3 da
Rjesenje:

S obzirom da podintegralna funkcija f () = —L— ima prekid u tocki

(z—2)
x =2, 2 € [1,3] ne moze se primijeniti Newton - Leibnizova formula.

i) fo% |sin x| dx
Rjesenje:

0
= —2(cosm —cos0) = —2(—-1—-1) =4

2 ™ -
/ |sin x| dx = 2/ |sinz| de = 2(—cosz)| =
0 0

Metoda supstitucije

Primjenom metode supstitucije kod racunanja odredenih integrala nuzno je
preracunavanje granica integriranja.

Primjer 5.2.2. Izracunajte sljedeée integrale primjenom metode supstitu-
cije:

a) ffl V24 xdx
RjeSenje:
24x=t

2 — 3
/ V24 xdr = dr = di / Vidt = (%)
1 5

r=—-1=t=1

r=2=t=4
43 1z 2 14

b) fol ze” 1 dx

Rjesenje:

24+ 1=t
2xdr = dt 21 1 2
(E+1 —_ _t P — t _—
/0 r=0=t=1 _/1 2€dt 2(6)1
1
2

r=1=t=2

1
= = 1
e e 26(6 )
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fo (e* —2) dx
RjeSenje:

et —2=t

1 e—2
v/ @ e“dr = dt _ -
/Oe(e 2) dx N —/1 tdt =

r=1=>t=e—2 B

_ <§> SR k) GtV S~ 2043

—1 2 2

(d) f:2 .1’11-1.1’ dx
Rjesenje:

Inx =t
2

c 1 Lde = dt 21 2
/e xlnxdm_ r=e=t=1 —/lgdt—(lnltl)l

r=el=1t=2
=In2|—In|l|=h2-In0=1In2

) [y e da

Rjesenje:
22 —1=t
2edr = dt 1 8
[amir= |20 = [ = s
r=3=1t=
1 1 8
= ] ) P
S (In 8]~ nJ3)) = Sln
2zdzx
fO 1—(x2—1)2
RjeSenje:
t=22-1
V2 2xdx dt = 2xdx /1 dt . tl
= = ——— = arcsin
0 1— (22— 1) r=0=t=-1 11— -1
r=vV2=t=1
T 3
arcsin 1 — arcsin (—1) 53 T
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Metoda parcijalne integracije

b

/udv:(u-v)

a

b

a

POGLAVLJE 5. INTEGRALI

b

—/vdu

a

Primjer 5.2.3. Metodom parcijalne integracije izra¢unajte sljedece inte-

grale:

) [, a?sinxde
Rjesenje:

™
/ r?sinz dr =
0

™

u= 1> = du = 2xdx -
dv =sinxdr = v = —cosz|

™
— —2xcosxdr =
0 0

U=z =— du=dx _
dv = cosxdr = v =sinz|

b) fog (5+ z)coszdx
Rjesenje:

/5
0

(54 x)coszdr = [

= ((5+x)sinx) ‘

= (
- (3

(54 z)sinx) ‘

5 4 )‘W i
11n — — S1n
9)%My 7F

2

7T
sinx dx] =

|

|:$SII’ILU —
0

(cosx)

|:ZL’SIHCL’ ‘

oS 7r) + 2 [(msinm) + (cos )] —
( 0% cos0) 4+ 2[(0sin0) +
?4+2(0-1)—2-1=7"—4

(cos0)]] =

u=5+x=— du=dx _
dv = cosxdr = v =sinz|

coszdr =

/’5
0

— (sinx) ’

SR

ol

0

[e=]

™

_>_

2

+0)sin0 —sin0) =
bto—1-0=4+—

2
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(c) fol (372 —1)e"dx
Rjesenje:

u=12?>—1= du = 2xdr
dv = e%dr = v = e*

1 1
- / 23:‘696 d,f[,' fnd
0 0

|

[
_{u:x:du:dx}_

[

= [(@* = 1) 7] ;_2[(%96) ;—/Ole”ﬁdx] =
= (0= | 2w -] -

= [(12—1)61—2.(1.61)_261}_
—E(OZ—l)eO—Q.(o.eo)_%o] _

(d) f13 (x+ 1) Inzdx
Rjesenje:

3 _
/1<x+1)1n$dx:_dv:(x—i—l)da::M):fv_Q_i_x}:
2

T2 117
(e) ff Inzdx

RjeSenje:

‘ = _1
/ = {U_lnxidu— deU] = (z-Inx)
1

e
— X
1

e € 1

1 1 €T
e:(e.lne—e)—(l.lnl_l)zl
1

= (x-Inx)
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(f) fol arctan x dx
Rjesenje:

1

1
u = arctan z = du = ——dx
/ arctan z dr = 14a? =
B dv=dr—v=u=x

142> =t
1 /1 1 2udy = dt

= garctanz| — T dr =
0 o 1+ a2 r=0=t=1

r=1=t=2

1] 2
::Uarctan:v‘ — —In || ‘ =
0o 2 1

1
= (larctan1 — O arctan0) — 3 (In2—-1Inl) =

1 T 1
=arctan]l — = (In2—-0)=—- — =1n2
arctan 2(n 0) 5~
() fog r?sinx dx
Rjesenje:

/g 5 . [ u=2? = du = 2zdx }
rsinxdr = . =

0 dv = sinxdr = v = —cosx

™

+/22xcosxdx:
0 0
_{ U=z = du=dx ]

dv = cosxdr = v =sinz

P s
2 2,

— sinzdx | =
0 0

Jus
2 2
= —I COST

us
2

+ 2 (xsinm
0

= —3[,'2 COS T
0

= —.T2 COS ™

wf

+ 2xsinx
0

T2 7r+27r, 7T+2 s
= —= — —sin — — | =
2cos.2 28 2 coS

2
— (—OZCOSO+2~O-sin0+2cosO)

T2
= -5 047 142:0-2-1=7—2

(h) [ e“sinxdx
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RjeSenje:
. u=e" = du = e"dx
e’sinx dx = . =
0 dv =sinzdr = v = —coszx
T vy
= —€e®coszx +/ e*cosxdr =
0 0

- u = e¥ = du = *dx
" |dv = coszdr = v =sinx

IS s ™
= —¢Ycosx| +esinx| — e*sinx dx
0 0 0
. T .
Neka je [ e*sinzdr =1
™ ™
I =—¢"cosz| +€"sinx| —1
0 0
v i
2] = —e*cosz| +e€fsinz
0 0
2] = — (e7r cosm — € cos O) + (e’r sin — e sinO)

2l = —(—e"— 1)+ (0—-0)
2l =e"+1/:2
e"+1
2

e +1
2

™
I = :>/ e“sinzdr =
0

5.3 Primjena odredenog integrala

U ovom udzbeniku primjena odredenog integrala se prikazuje u geometriji kao
rac¢unanje povrSine lika u ravnini, duljine luka krivulje u ravnini, volumena
rotacijskih tijela te u mehanici.

5.3.1 Primjena odredenog integrala u geometriji
Racunanje povrsine lika u ravnini

U prethodnom potpoglavlju se promatralo izra¢unavanje povrsine lika omedenog
krivuljom y = f(x), osi apscisa i pravcima x = a i x = b pomoc¢u odredenog
integrala:

P:/abf(x)dx

U ovom potpoglavlju izracunavati ¢e se povrsina lika omedenog pravcima
r = a,r =b1idvjema krivuljama, y = fi(z),y = fao(x), za koje vrijedi

fi(x) < fa(z) za € [a,b]
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Tada je povrsina jednaka
b b b
P= [ fwde= [ fiwde= [ (o)~ fiw) ds

Primjer 5.3.1. Izracunajte povrsinu dijela ravnine omedenog grafovima
funkcija

y=x+5
y=x*—3z

RjeSenje:

Kako bi odredili povrsinu lika omedenog krivuljama najprije je potrebno
skicirati funkcije:

Graf funkcije y = 4+ 5 je pravac kojem je dovoljno odrediti dvije tocke:

x |01
y|o|6
Graf funkcije y = 2% — 3x je parabola koja je okrenuta prema gore i odredena

svojim nultoc¢kama:
y=1*-3r=z(x—3)=2,=0,1,=3

Granice integrala su sjecista funkcija:

2 —3r=x+5
22 —4dr—5=0
(x4+1)(x=5)=0=>2;,=—-1,29 =05
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Povrsina je jednaka:

P:/5 [z +5— (2* — 32)] d:p:/B (—2® + 4z +5) do =

1 -1
x3 x? 5 a3
( 3 + 5 -+ l’) . ( 3 —+ 2x° + l’)

Primjer 5.3.2. Izracunajte povrsinu dijela ravnine omedenog grafovima
funkcija

5
= 36

-1

L,
=-—x°—4
Y 23: x
y=x

RjeSenje:
Graf funkcije y = %x2—4x je parabola koja je okrenuta prema gore i odredena
svojim nultoc¢kama:

1 1
y:§x2—4x:x(§x—4):>x1:0,x2:8

Graf funkcije y = z je pravac:

| M
o O
[y Y

10 |

ot
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Granice integrala, odnosno sjecista funkcija:

1
2 —4r =1
2
L o
—x°—5x =0
57 x
1
1‘(51‘—5):0:}1'1:0,1'2:10

Povrsina je jednaka:

10 1 0/ 4
P = / {x — (2% — 4x)} dr = / <——x2 + 5x> dr =
0 2 0 2

B a:3+5x2 10250
N 6 2 /)1l 3

Primjer 5.3.3. Izracunajte povrSinu dijela ravnine omedenog grafovima
funkcija

y=—2>+3x+10

y=x+2
RjeSenje:
Graf funkcije y = —2? + 3z + 10 je parabola koja je okrenuta prema dolje i
odredena svojim nultockama:

y=—2>+3x+10= (v —5)(—1v—2) = 2, =529 = —2
Graf funkcije y = z + 2 je pravac:

x |01
y|21]3

10
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Granice integrala:

— 2?4+ 3c+10=0+2
22 —2r—8=0
(x—4)(z+2)=0=>2; =4,29 = =2

Povrsina je jednaka:

4 4
p:/ (—x2+3x+10—(x—|—2))dx:/ (=2 + 20 + 8) dz —

2 )
3 x?
— [ 4o
< 5 + 5 +8:L‘)

Primjer 5.3.4. Izracunajte povrSinu dijela ravnine omedenog grafovima
funkcija

4
= 36

-2

y=—x°+9
y=1x>-9
RjeSenje:
Graf zadanih funkcija je parabola:
y=-1"+9=0B—-2)3+12) =1 =379 =3
y=2>-9=(z-3)(v+3) =1, =3,15=-3

10 -5 5 10

Granice integrala:
—2?+9=2>-9
22 — 18 =0
2 -3)(x+3)=0=>x, =3,20=—3
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Povrsina je jednaka:

P:/3 [(—2% +9) — (2" = 9)] dx:/g(—2x2+18)dx:

-3 -3

3 3
= (—2— + 18x) | =7
3 -3

Izra¢unavanje duljine luka krivulje u ravnini

U ovom potpoglavlju obraditi ¢e se duljina luka krivulje zadane u pravokut-
nim koordinatama i to u eksplicitnom obliku y = f(z), odnosno x = y(z).

Duljina luka krivulje y = f(x) u ravnini izmedu tocaka * = a iz = b
racuna se pomocu odredenog integrala

s:/ab\/1+f’2(:v)dx

Primjer 5.3.5. Izracunajte duljinu luka krivulje y = Va3 od z = 0 do = = 4.
Rjesenje:

Y
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Primjer 5.3.6. Izracunajte duljinu luka krivulje y = In (1 — 2?) od z = 0

1
dox—3.

RjeSenje:

1 1
3 3 —2z 2
s:/ \/1+(1n(1—x2))’2dx:/ 1+ ( $2) dr =
/ / 1—2x2+m4—|—4x2d
€Tr =
1—9(:2 (1 —22)?
3 1+2x2+:c4 _/ —|—x2 (Gl A
%1+a:2 314+ (1—1)+ 22
g de: B "L‘:
0 — 0 1l—=x

1+ 5 ;1
=(2---1 - = |ln3 —Z| —[ln1-0] =
{ nl—ac 1} ) [n% 3} In ]
:an—1
3

Primjer 5.3.7. Izracunajte duljinu luka krivulje y = In (sinx) od x = § do
2

Tr =
ER
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RjeSenje:
Q?Zr 2:;7
cos T
— 1+ (In (si 2 dyr = 1+ (— 2 dy =
s 1+ (n (sin))? da / 1+ () de

ﬁ
3
27
3 cos2 sin® z + cos? x
g dl‘ g
x sm x sin?

27\'

1
de = / dr =
x sin x

sinx
tgs =1t
dx_l%f;
= sinx—lf_tt2 =
™ — W_\[
= 5 t=192 =3
V3o o4t V3 dt 3
= 5 = 1n]t| ln\/§—1n£:
Vi o 14t N 3
3 +t 3

Odredivanje volumena rotacijskih tijela

Volumen tijela koje nastaje rotacijom oko z-osi povr$ine omedene grafom
funkcije y = f(x) i pravcima x = a i * = b jednak je

V:W/abf(x)zdx

Primjer 5.3.8. Izra¢unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi
povriine omedene grafom funkcije f(z) = 2 i pravcima z =01z = 1.
Rjesenje:
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1 _~05 W 15
—1 4

Volumen tijela koje nastaje rotacijom oko y-osi povr§ine omedene grafom
funkcije y = f(x) i pravcima y = a i y = b jednak je

ver [ 1w i

Primjer 5.3.9. Izra¢unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko y-osi
povrsine omedene grafom funkcije f(x) =Inzx i praveima y =01y = 2.
RjeSenje:

~10 _5 5 10
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Inverzna funkcija funkcije f(x) = Inz jednaka je f~'(y) = V.

2 1 9
V:ﬂ'/ erdy:W(—€2y) ‘ =
0 2 0

_ 14_}0 T A Y
—7T<2€ e>—2(e 1)~84,19

Volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi povrsine omedene grafovima
funkcija f(x) i g(z) za koje vrijedi da za svaki x € [a,b] g(x) < f(z) jednak
je

b
Ver [ (R - o)) da

Ako povrsina rotira oko y-osi tada je volumen jednak

V=nr / (W) - )

Primjer 5.3.10. Izra¢unajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko x-osi
povr§ine omedene grafovima funkcija f(z) = 22 + 11 g(z) = 2z + 4.
Rjesenje:

<o

P

-5t

—10 +

Granice integrala su sjecista funkcija:

2?+1=22+4
22 —2x—3=0
(x4+1)(x—=3)=0=>2;=—1,29 =3
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Volumen tijela jednak je

V:7r/3 [(21:%—4)2—(932—1—1)2} dx =

-1

3
7r/ [42° + 162 + 16 — (2* +22° + 1)] do =

-1

3
:71'/ [—2* + 22 + 162 + 15] dx =
-1
ZE5 ZES ZL‘2
=7 |——+2- +16—=+15
7T|: 5—i— 3+ 62+ x}
¥ 3 32
=m|-=+25- 416 +15-3) -
7T( 5—|— S—i- 2+ )

-+ 2(_;>3 + 16(_21)2 +15- (—1))

3

-1

~ 295

5.3.2 Primjena odredenog integrala u mehanici
Gibanje Cestice

Brzina v je temeljna znacajka gibanja cestice i moze se shvatiti kao skrac¢enica
za sintagmu brzine kojom se mijenja polozaj Cestice u vremenu. Ako se pro-
matra promjena polozaja od tocke 1 do tocke 2, onda se srednja brzina Cestice
u nekom vremenskom intervalu At, definira kao omjer promjene polozaja Ces-
tice i proteklog vremena.

sy —s1  As
YTt At
Ako se 7eli izra¢unati trenutna brzina cestice u nekom trenutku ¢, onda
se moze zamisliti da je vremensko razdoblje At sve krace, tj. da tezi nuli, pri
¢emu se tocka 2 sve viSe priblizava toc¢ki 1. Tada se gornji izraz moze zapisati

kao:
Y-SR
VT AS0 AL dt
Dakle, radi o prvoj derivaciji pomaka po vremenu, koja predstavlja trenutnu
brzinu cestice u nekom trenutku.

Na slican na¢in moze se objasniti i ubrzanje, tj. brzina promjene brzine.

B Av
“T A
o Av Av
a= lim =

At—>0A_t - A_t
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Dakle, u op¢em slucaju pravocrtno gibanje je definirano s izrazima:

v:%:s—/vdt

d
a—d—:év—/adt

Analogno tome, kruzno gibanje je u op¢em slucaju definirano s izrazima:

:>¢ /wdt

e:E:M,u—/ed

gdje je ¢ kutni pomak, w kutna brzina, a € kutno ubrzanje.

Primjer 5.3.11. Brzina vozila ( ) koje se giba duz x-osi je dana funkcijom

va(t) = 12 + 3Vt

Nadite pomak vozila od t; = 0h do t, = 3h.
Rjesenje:

s:/03<t3+3\/¥) dt =
:(§+3§\/t_3)‘z:—+2\/_ ( +2\/_)%30.64

Vozilo je napravilo pomak od 30.64 km.

Primjer 5.3.12. Cestica se giba po pravcu tako da joj se brzina mijenja po
zakonu v(t):
v(t) = 413 + 6t

Vrijeme ¢ je zadano u sekundama [s], a brzina v u [m/s]. Potrebno je odrediti
pomak u ovisnosti o vremenu s(t), ako je u pocetnom trenutku ¢y = 0s do
t1 = 2s.

Rjesenje:

2 5 t4 t2
— | (4B ret)dt = (4- +6 ‘ _
S /o( + ) <4+ 2) o

= (' +3t%) Z:(24+3-22)—(O4+3~02)%28m

Cestica je napravila pomak od 28 m.
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Primjer 5.3.13. Cestica se giba po pravcu tako da joj se ubrzanje mijenja
po zakonu a(t):

alt) =2+t
Vrijeme ¢ je zadano u sekundama [s], a ubrzanje a u [m/s?]. Potrebno je
odrediti zakon promjene brzine u ovisnosti o vremenu v(¢) i pomak u ovis-
nosti o vremenu s(t), ako je u pocetnom trenutku ¢y = 0s do ty = 4s.
RjeSenje:

v:/<t2+\/7t) dt:§+§\/t_3
s:/04<ﬁ+§\/t_3) dt:(i+§.2\/t—5) ‘4:

3 4335 0
4y 0t 4
— VB [ =+ V07 ) ~29.86
215 (12+15 > "

Cestica je napravila pomak od 29.86 m.
Primjer 5.3.14. Cestica se giba po kruznici tako da joj se kutna brzina

mijenja po zakonu w(t):

w(t) = 0.5t° + %ﬁ + 2

Vrijeme ¢ je zadano u sekundama [s], a kutna brzina w u [rad/s]. Odredite
promjene kuta u ovisnosti o vremenu, ako je u pocetnom trenutku t, = 2s
do t; = 6s.

RjeSenje:

6 4 3
3 tt 3t 6

= 058 +2¢2 42 dt=(05-—+2.— 49 ‘:
’ /2( T3 +> ( 17137 )2

3 6 6t 63 94 93
(8+4+>2 <8+4+ ) (8+4+ )
= (162 +54+12) — (24+2+4) =220

Cestica je napravila kutni pomak od 220 rad.

Rad

Rad W je fizikalna veli¢ina koja opisuje djelovanje sile F' na neko tijelo na duz
prijedenog puta s. Elementarni rad sile W je jednak umnosku diferencijalnog
pomaka ds i sile F' u smjeru pomaka.

dW = Fds
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Kada su zadane pocetna i konacna tocka polozaja tijela, rad sile na cijelom
putu definiran je kao:

W:/ F(s)ds

Primjer 5.3.15. Sila djeluje u smjeru gibanja tijela, te se mijenja u ovisnosti
o putu prema funkciji F(s):

F(s) = M

S

Koliki rad obavi sila nad tijelom na putu od s; =0 do s = 27
Rjesenje:

2

0

W:/Q#dsz 2(25+3;>ds:<2§+£>
0 0 2
— (22+2\/§) — (02+2\/6) ~ 6.83.J

Sila je obavila rad nad tijelom od 6.83 J.

Primjer 5.3.16. Na putu s na tijelo djeluje sila F' paralelna s podlogom.
Sila se mijenja u ovisnosti o putu prema funkciji:

F(s) =coss+ 2

Koliki rad obavi sila nad tijelom na putu od 720 m?
Rjesenje:

720

720
W:/ (coss+2)ds = (sins+2s)| =
0 0

— (sin720 4+ 2 - 720) — (sin0 + 2 0) = 1440J

Impuls sile

Impuls sile definira se kao umnozak sile i vremena tijekom kojeg je ta sila
djelovala, tj. kao karakteristika djelovanja jedne sile na neko tijelo tijekom
vremenskog intervala. Elementarni impuls sile podrazumijeva djelovanje sile
za beskonac¢no kratki vremenski interval:

dI = Fdt
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Impuls sile za kona¢ni vremenski interval izracunava se kao zbroj odgovara-
jucih elementarnih impulsa. Jedinica za impuls sile je N's (Newton sekunda).

to
I:/ Fdt
t1

Primjer 5.3.17. Sila djeluje u smjeru gibanja tijela, te se mijenja u ovisnosti
o vremenu prema funkciji F'(¢):

Ft)=2t+3 +t+1

Koliki je impuls sile u vremenu od t; = 5 do t; = 107 Mjerna jedinica za
Impuls sile je newton sekunda [Ns], sila je zadana u newtonima [NJ, a vrijeme
u sekundama [s|.

RjeSenje:

10

v B
I:/ (2t3+3t2+t+1)dt:<2—+3—+—+t>
5 5

4 3 2

1 102 1 5%
= <§-104+103+7+10) — <§-54+53+3+5> = 5605N's

Impuls sile iznosi 5605 Ns.

5.4 Zadaci za vjezbu

Zadatak 5.4.1. Primjenom odgovarajuc¢e metode izracunajte sljedece inte-
grale:

(62° + 42® — T2 + 3z + g) dx

(cosx — b + 4e* — 1) dx

14coszx
T+sin x
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RjeSenje:

ST+t — I+ 327 + 5Infz| + C

sinx — gx2+4ex—x+0

x4z —6lnjz|+C

)

)

)

d) In|z? -1+ C
) —tcos(bx —4)+C

) In|z +sinz| + C

()

(h) (z*—1)-sinz + 2z -cosx — 2sinz + C

Zadatak 5.4.2. Primjenom metode supstitucije izracunajte sljedece inte-
grale:

(a) [e’s*.sinxdx
(b) [cos(cos®z+1)-cosz-sinzdx
(¢) [ &t da

d) [Va?+3z+ 122+ 3)dx

Rjesenje:

() ?1 5cosa:+C

(b) —3sin(cos?z +1) +C

(¢) Inle” + 22|+ C

(d) 2y/(a>+3z+1)3+C

Zadatak 5.4.3. Primjenom metode parcijalne integracije izracunajte sljedece
integrale:

a) [e*(x?+2) dx
(b) [(2* —x—2)e"dx

¢) [a?-sinzdz
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(d 22 + 2z) - sinz dz

e x? + 5z + 3) - cos x dx

(
(
2> —x—1)Inzdr

) J(
) J(
£) [(z+2)nade
) J(
) J(

5zt + 3x?) arctan z dx

N

w

(%—1— )lnx———Qx—l—C
® (

%—%—m)lnx—%SqL%Q—i—anC’
(h) (2® +2%) arctanz — 2 + C
Zadatak 5.4.4. Primjenom odgovarajuc¢e metode izracunajte sljedece inte-

grale:

f 7t 4

cos
1+sin? = dl’

(a
(b

)

)

(¢) [ctgxdx
@) f %

(e) —zr(;f‘é)
(f) [ %=
(&) [ i de

(h) [ e

1+coszx
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RjeSenje:
(a
(b

) 110|227 + 2z + 5| — ¢ arctan 252 + C
) arctan (sinz) 4+ C

(c) In |sinx| +C
)

(d

(2) %111]952—1—235—3\ dIn|&2|+C
(h) 3tg*L+C
Zadatak 5.4.5. RijeSite sljedece integrale rastavom na parcijalne razlomke:
(a) [ 5
(b) [ sty do

3 —-3x—2

)j‘24;vd

r3—x

3zt 4222 +1 +1
f m:p2+1 dx

Rjesenje:
( ) lln‘m—i-ll +C

L+c

ln ‘x+1| Tzl

(¢) —Injz* — 2%+ C
+C

(d) In|z® + 2| — x2+1

Zadatak 5.4.6. Primjenom odgovaraju¢e metode izracunajte sljedece inte-
grale:

) f;’ 3z% dx
) [°, 528 dw

(c) f_21 (2% — 622 + 22 — 3) dx
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(d) fo% |sin® | da
() [ Pe2da

(1) f; 2 da

0 x
(8) J7, iy d
(h) ff)l 2¢” & dx

RjeSenje:

—_
—

o
~ ~— ~— ~— ~— ~— ~
w00

(e b}
) 3
(8) —o1
(h) e—1

Zadatak 5.4.7. Primjenom metode parcijalne integracije izracunajte sljedece
integrale:

(a) [{Inzdz

(b) [ 2*Inzdx

(c) fol (22 — 2)e* dx

(d) fog e sin x dx

(e) [z (x+1)sinzdz

2

(f) fol arctan z dx

() f03 r arctan x dzx
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(h)

3 .
fo arcsin x dz

Rjesenje:

(2)
(h)

Harctan 3 — %

T V3
5‘1‘7—1

POGLAVLJE 5. INTEGRALI

Zadatak 5.4.8. Odredite povrSinu lika omedenog krivuljama:

(d) y =22 — 3z

() y=2"-lLy=—x

(f)

g)

(h) y=Vr,y=2a?
Rjefenje:

(a) 43

(b) 43

(c) 13
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Zadatak 5.4.9. Izracunajte duljinu luka krivulje f(z) = 12% — 1lnz od
r=1dox=ce.
Rjesenje: 1¢? + 1
Zadatak 5.4.10. Izrac¢unajte duljinu luka krivulje f(z) = Incosz od z =0
doz=2%.

3

Rjesenje: In (2 + \/§)

Zadatak 5.4.11. Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko z-osi
povriine omedene grafovima funkcija f(z) = 2? — 11 g(z) = + 1.
RjeSenje: &

Zadatak 5.4.12. Izracunajte volumen tijela koje nastaje rotacijom oko z-osi
povriine omedene grafom funkcije f(z) = 222 i pravcima x =2 i z = 4.
RjeSenje: —39(;8”

Zadatak 5.4.13. Brzina vozila (kTm) koje se giba duZ x-osi je dana funkcijom
v, (t) = 3t* + 7v/15. Nadite pomak vozila od t; = Oh do t, = 2h.

RjeSenje:

Vozilo je napravilo pomak od 30.63 km.

Zadatak 5.4.14. Brzina vozila (kTm) koje se giba duz x-osi je dana funkcijom

vz (t) = w Nadite pomak vozila od t; = 0h do ty = 4h.
RjeSenje:

Vozilo je napravilo pomak od 20 km.

Zadatak 5.4.15. Na tijelo djeluje sila paralelna s podlogom, te se mijenja
u ovisnosti o prijedenom putu. Funkcija koja opisuje promjenu sile je F' =
2s + 1. Koliki rad obavi sila nad tijelom na putu od 1 metra?

RjeSenje:

Sila nad tijelom obavi rad od 2J.
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